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Résumé

Dans ce stage, nous allons aborder la théorie de Maxwell sous I’angle des symétries généralisées.
Dans un premier temps, nous rappellerons quelques résultats mathématiques ainsi que la théorie
de Maxwell dans sa formulation covariante et en terme de forme.

Ensuite, nous aborderons les symétries « ordinaires » afin de préparer le terrain a la derniére partie

de ce stage : les symétries généralisées.
Nous conclurons par ’application de celles-ci a la théorie de Maxwell, avec une bréve discussion

sur les groupes de jauges.
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Premiére partie
Introduction

Dans cette premiére partie, nous rappelons le concept de formes différentielles, et reformulons la
théorie de Maxwell en terme de formes.

1 Rappels mathématiques

Les formes différentielles permettent de décrire des propriétés géométriques sur des variétés, de
maniére indépendante des coordonnées. Nous nous basons sur les définitions et propriétés présentes
dans [2] et [3].

Définition 1.1 (Fibré tangent). Soit M une variété de dimension d, et T,,,M ’espace vectoriel
en un point p € M. On définit le fibré tangent comme

M=) T,M (1.1)

P

Définition 1.2 (p-forme). Soit M une variété de dimension d. On définit la forme différentielle
de rang p (ou p-forme) w comme un tenseur de type (0, p) totalement anti-symétrique :

w: TM®- - @TM — R (1.2)
(Xl,...,Xp)*—)w(Xl,...,Xp)

En terme de composantes, on a :

oy OTE A A R (1.4)

Notation 1.3. On note I’espace des p-formes par QF (M)

On peut définir deux opérations importantes sur ces p-formes. La premiére est une notion de
dérivée.

Définition 1.4 (dérivée extérieure). Soit w une p-forme différentielle. On définit sa dérivée
extérieure selon :

d: QF —Qpt! (1.5)

1
w = (dw) = H&,wmm,@dx” AdxH A - A date (1.6)

En terme de composante, on a

(dw)’/ﬂlwﬂp = <p+ 1)8[1’('0#1---#17]

Propriété 1.1. La deuxieme dérivée d’une forme différentielle est identiquement nulle

d*w =0 (1.7)



En effet,

1
d’w = d{'&,wm”_#pdx” ANdzFr A A dac”p}
p:
— 1 18 ) dx*? dx?? dxtt dxtr
—ma 1 V2(A)'u1.““p P ANdx™? Ndx N---ANdx
1 1
RCET o O Wy .y A A dz” A dxtt A - A dxte

— dPw=0

La deuxiéme est une opération duale.

Définition 1.5 (Etoile de Hodge). Soit M une variété Riemannienne de dimension d, et w une
p-forme différentielle. On définit I’étoile de Hodge selon

N

(1.8)
1 1
W (*W)gep = = —————wy, ., €
( )d P p!(d—p)! 1 Pp

Hp+1~--ﬂddx#p+1 A Adatd

(1.9)

En terme de composantes, on a :

Définition 1.6. Une p-forme w est dite fermée si

dw =20

et elle est dite ezacte si il existe une (p-1)-forme 7 telle que

w=dn
Propriété 1.2. Toute forme exacte est fermée

Propriété 1.3. Soit M une variété pseudo-Riemanienne de signature (1,s).0n a la propriété
susvante :

R 2 L S
6 THT nEMl.

celpVp41...Vn

= (—1)°r!(n — 7’)!5{2’111 . ~55:]

(1.10)



2 Théorie de Maxwell

2.1 Formulation tensorielle des équations de Maxwell

On considére ’action suivante :

1
§= /d4x {—4FWF,W - jHA“}

ou FH =29k A¥) En imposant que 85 = 0 sous la variation
AP AF 4 0 A
On trouve les équations du mouvement suivantes :

QuFm = j#

De plus, les identités de Bianchi sous automatiquement respectées pour F* = 29l AV]

Propriété 2.1 (Identités de Bianchi).

AuFro) =0

2.2 Formulation en terme de formes différentielles

(2.1)

Cette section se base sur les résultats présents dans [4]. Afin de traduire la théorie de Maxwell dans
le langage des formes différentielles, on commence par associer les objets de la théorie aux composantes

de p-formes :

Définition 2.1. On associe le tenseur de Maxwell aux composantes de la 2-forme
~ 1 B
F= §F udxtdx

Similairement, on associe le potentiel et le courant a des covecteurs :

A=A dx?
Sy 2 Jdat

2.2.1 Identités de Bianchi

Propriété 2.2. L’dentité de Bianchi se réécrit sous la forme

a[quo} =0 < dF =0

En effet,

0= (dF)glw = (2 + 1)6[0'FHV}



2.2.2 Equations du mouvement

COIHHIGD(;OHS par remarquer que

1 (0%
(F) = 5€ BuuFaﬁ
2+1 o
(d*F)UHV = Ta[ﬂe ﬁ/w]Faﬁ
3
= §6aﬁ[uvaU]Faﬁ
P 1 pa/w?’ af
(xdx F)P = 3¢ §ea5[#V80]F
1
= Ze””"”eaﬁw&;Fo‘ﬁ
1 348P SO af3
= —0,F*?
=0, F°°
Montrons & présent que
d* F = xJ; (2.8)
se réduit effectivement aux équations de Maxwell en prenant le dual de Hodge de 2.8 :
*dx F=xxJ=(-1)24"2J = J (2.9)

En effet, comme son nom l'indique, I’étoile de Hodge est une opération duale :

Propriété 2.3. Soit J; une 1-forme. On a

1 5 1 . s 3l4=-3)! 1 s
(ko J1)H = (x(xJ1)apy)" = (*(56(167&7 NE = 56” P eapys I’ = T (_1)25§J =J#
(2.10)
En composantes, I’équation 2.2.2 devient
(xdx F)' =J" <= 0,F*" =J" (2.11)

Montrons & présent que si F' dérive d’un potentiel, les identités de Bianchi sont satisfaites. En effet :

F=dA = dF =d*A=0 (2.12)

2.2.3 Principe de moindre action

Reformuler la théorie de Maxwell en langage de forme différentielle constitue une étape intermé-
diaire, qui facilitera la généralisation des symétries ordinaires vers des symétries d’ordre supérieur. On
considére une 1-forme A ayant une symétrie de jauge A — A + da, o étant une 0-forme. On considére
également la 1-forme J; ( définie en 2.6) qui satisfait ’équation de continuité :

dxJ; =0 (2.13)
Enfin, on définit la 2-forme exacte F' = dA.

Propriété 2.4. Les équations du mouvement
dx F =*Jy (2.14)

peuvent étre dérivée de l’action suivante :

1
S:/M{ZF/\*F—A/\*Jl} (2.15)



Preuve. Premiérement, constatons que I’ est bien invariante de jauge : F = dA — F' = dA' =
d(A+da) =dA+d?’a=dA=F.
Rappelons également la régle de Leibniz pour la dérivée extérieure :

d(wp A wy) = dwp A wy + (—1)Pw, A dwy,
Ainsi, un intégration par partie donne
/dwp Awy = /d(wp Awg) — /(—1)pwp A dwy,
- /(—1)”“%} A dwy, + terme de dérivé totale
Notons également que le produit extérieur respecte la relation d’anticommutation graduée :
wp Awg = (—1)PFwp Aw,
Ensuite calculons la variation de l’action :

55:/ {}chA/\*F+1F/\*d5A75A/\*J1}
w2 2

-1 1+1 -1 2-(4—2)
:/ {L(SA/\d*F+( ) *d(SA/\F—(SA/\*Jl}
U2
1 1
:/ {7514 /\d*F—f—f*d(SA/\F—(SA/\*Jl}
w12 2
1 _1)2(4—-2)
:/ {75,4 Ad*F+(1)7d5A/\*F—5AA*J1}
w12
_1\141
:/ {laA Ad*F+¢5AAd*Ff5AA*Jl}
w2 2
- 5A{/\d*Ff/\*J1}

[l=
o

VoA < d*F =%J;

ou on a utilisé le fait, que pour deux formes w , n de degré k, xw An = (—l)k(”_k)w A*nlt

1. voir exo 4 de la section 4.8.4 de [5].



Deuxiéme partie
Symétries ordinaires

Nous rappelons ici certaines propriétés des symétries ordinaires, en théorie des champs classique et
quantique. Cette partie se base majoritairement sur [6] et [7].

3 Symétrie ordinaire en théorie des champs classique

Considérons l'action
S = /de,C[gbi,%,...] (3.1)

Sous une transformation globale ¢ — ¢' + €,0¢¢, on assume laction invariante ( & des termes de
dérivées totales prés). En localisant le paramétre ¢, — €,(z), la transformation n’est plus une symétrie
de l'action S. Sous cette transformation, 'action varie selon

6S = / dPxJ"0,e, (3.2)

En intégrant par partie, en négligeant les termes aux bords et en s’intéressant aux équations du
mouvement ( c-a-d la configuration des champs qui minimise I’action), on trouve que les coefficients
J¥ sont les courants conservés : 9, J¢ = 0.

Définition 3.1 (Charges de Noether). Cette propriété permet de définir les charges de Noe-
ther :

Gl— /dD*las J? (3.3)

Par construction, ces charges sont constantes dans le temps. Par ailleurs, les courants ne sont pas
uniquement déterminés :

JH s T — 9,QM tel que Q4 = —QYF donnera la méme charge

En effet,
00(Qa) = Qa — Qa = /delx Je—Jg = /delx 9,00 = /dD*Ix(aoﬂgo + 00 =
bords

0% &tant identiquement nul par antisymétrie et Q2! s’annulant par hypothése.

bords

Théoréme 3.1. Le théoreme de Noether stipule qu’a toute symétrie continue de l’action d’un
systeme physique correspond une quantité conservée

4 Symétrie ordinaire en théorie des champs quantique

4.1 Formalisme canonique

Pour les symeétries continues, on peut construire 'opérateur unitaire implémentant la transforma-
tion des champs par exponentiation de la charge de Noether :

U = exp{ie,Q.} (4.1)

La transformation agit selon

¢' = ¢"ZU QU = (1 +i€,Qa)d" (1 — i€aQa)
~ ' +iea[Qa, ']
On en tire §¢' = ie, [Qq, ¢'].



4.2 Intégrale de chemin et identités de Ward

On considére la fonction de partition

zZ= / D¢’ exp{iS} (4.2)

Définition 4.1. Les fonctions de corrélation d'une observable X =[], j ¢'(x;) sont données par

;% / D¢' X exp{iS} (4.3)

La généralisation de la conservation du courant de Noether aux théories des champs quantiques est
donnée par les identités de Ward.

Proprlete 4 1 (Identités de Ward—Takahashi). Considérons  [’observable

<01 f@d)’ O1...0, exp{iS[¢]}. Sous une transformation d¢ = alA¢, on a :
o+ 16(4 < ( AO2 ) On(xn)> + ... (4.4)
+i6®W (2 — 2,)(O1(21) . .. AOn(z0))

Preuve. Sous une variation d¢ = aA¢, une observable O se transforme comme 60 = aAQ. Pour
une mesure invariante D¢ — D¢’ = D¢, cette variation doit laisser la valeur (Oy(z1)... 0, (2,))
constante. Ainsi,

/ D93[01 ... 0’|
:/©¢{(501...0n+~-~+01...50n+01...0n¢55)ei5}
:/®¢{(a(x1)AOl...On+~~~+01...a(xn)AOn+/d4x 01...On~ia(x)5‘uJ“)eiS}
= a(z1){AO;...0, >+~--+a(xn)<01...AOn>+i/d4x a(2)(9uJ" - O1(z1) ... On(zn))

= /d4xa x—x1)<A01...On> +--+6(x —xn)<01...AOn> +i<(“)#J“ . Ol...On>}

=0 Va(z) < 5(x—x1)<A01...On>+~--+(5(x—a:n)<01...AOn>=—i<8MJ“~01...On>

O
On voit que la conservation du courant n’annule la fonction corrélatrice que dans le cas ol = ne
rencontre pas la localisation {z1,...x,} des autres opérateurs.



4.3 Background gauge field

Afin de jauger une symétrie ( i.e. la rendre locale), on introduit un background gauge field qui
couple au courant conservé.

Si—)S+i/BlA*J1

Prenons pour exemple QED, ou la localisation de la symétrie U(1) se fait pas l'introduction d’un
champ A4,

SHS+/AH1/?7H¢=/A1A*J;"

La conservation du courant entraine 'invariance de I'action sous By — B + d\. En effet,
(5,\S:i/d>\/\*J1 = —i/)\/\d*Jl =0

L’introduction de ce champ de jauge permet de transférer la question de la conservation du courant
vers la question de linvariance de I'intégrale de chemin :

Z[B; +d)\ = /z)qsi exp{iS[qsi] +i/B1 A *Jy +i/d)\/\*J1} = /zw‘ exp{iSW] +i/B1 /\*Jl} = Z|Bi]
(4.5)

4.4 Symmetry defect operator

Nous traitons ici le cas particulier d’un groupe abélien. Considérons un opérateur local Og(z) qui
se transforme sous le groupe G avec la représentation R. Alors pour g € G, on a

9|Or(@)| = R(gV,Or(2)* @)

En particulier, pour un élément proche de I'identité g = 1 + i\T + O(A\?), les identités de Ward 4.4
nous donnent :

8z = R(T]{On(y)) = (0" (2)Or(y) )

En intégrant le courant conservé sur ’espace, on trouve

Q(Ed_l):/zd_lj“(x)ﬁudd1a::/ *j1 (4.6)

-1

ou 7 est le vecteur unitaire normal a la surface ¥;_1, supposée sans bord.

Définition 4.2 (Symmetry defect operator). On définit I'opérateur unitaire suivant

Uy(Za-1) = exp{iA/E*jl} = exp{i)\ /Ed_l j“(x)ﬁ#ddlx} (4.7)

ot g = e

Pour que l'opérateur U, (X4—1) implémente une symétrie, on requiert qu'il satisfasse la loi de mul-
tiplication interne.

Propriété 4.2 (Loi de multiplication). Soit g,h € G et Uy(X4-1) un SDO. Alors

Ug(Xa-1) - Un(Ba-1) = Ugn(Zda-1) (4.8)



4.5 Aspect topologique des SDO

La conservation du courant ( ou de maniére équivalente la co-fermeture de la forme j; : d*j; = 0)
donne un caractére topologique a opérateur Uy(34—1) : il ne dépend que du choix de I'hypersurface
¥4_1, modulo une homotopie.

Soit £q_1 et £/, deux surfaces homotopes, et 3 le volume comprit entre ¥4_1 et X/;_,, avec 0% =
Y 1 —%4-1.0na:

Uy(Sa1) - Uyer (S ) =exp{u/ = ix [ *jl}
b 0
exp{i)\( *jl—/ *jl)}
b ¥/
:exp{i)\/ *jl}
%
:exp{i)\/ d*jl}
by

ol on a utilisé le théoréme de Stokes. En ’absence d’opérateur chargé, on trouve
Ug(Bq-1) - Uy (Z_1) =1 (4.9)

On appelle une telle propriété une invariance topologique de l'opérateur Uy(Xq_1).

4.6 Action d’un SDO

Propriété 4.3. L’action de Uy(X4—1) sur un opérateur Ogr(z) est implémentée en un point x
lorsque la surface ¥4_1 se déforme contindment en X!, | en passant & travers le point x :

Ug(2a-1)Or(x) = R[g] - Or(2)Ug(2q_,) (4.10)

Explicitons ce résultat :

Ug(Ba-1)ORr(x)Uq-1(X7_1) = exp




4.7 Exemple : Symétrie 0-forme U(1)

On considére G = U(1) et g = €* € G. Alors Uy(Z4—1) = exp{z'a fzd—l*‘jl}' On considére

également un opérateur local Og(y) chargé sous G = U(1), de charge g, et on appelle 34 le volume
dont le bord est 9¥; = ¥4_1. L’identité de Ward donne

9u3" (2)Or(y) = 6(x — y)qOr(y)

L’action du SDO sur lopérateur est la suivante :

Uy(Sa1)On(y) = exp{m / *jl}omy)

= exp{ia /ﬁ}dd*jl}OR(y)
- exp{m /id go(z € 82)}03(31)

= e"“Op(y)
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Troisiéme partie
Symétries généralisées

Dans cette troisiéme partie, nous allons aborder le concept de symétrie généralisée. L’existence de
courants conservés complétement antisymétriques J i1 ] permet, en intégrant ces courants sur des
surfaces, de construire des charges étendues. Ces charges possédent alors des propriétés topologiques.
Cette section se base sur les articles [6] et [8].

5 Propriétés générales

Le passage aux symétries généralisées se fait en augmentant la dimension des objets sur lesquels
agissent les opérateurs.

Définition 5.1 (Codimension). La codimension d d'un objet de dimension p dans un espace
d-dimensionnel est défini comme

d=d—p (5.1)

Définition 5.2. Une symétrie p-forme est un opérateur U de codimension p+1 qui est topologique
et inversible.

Cet opérateur peut étre introduit sur des hypersurfaces de codimension (p +1) ¥g_p_1.

Définition 5.3. Soit M une variété d-dimensionnelle et ¥;_,_1, E&—p—1 deux surfaces incluses
dans M.

Ya—p—1 €t Z&7p71 sont dite homotopes s'il existe une application H € C°([0, 1]¢77~! x [0, 1], M)
telle que V(s,t) € [0,1]27P=1 x [0, 1],

Propriété 5.1. U est un opérateur topologique, c’est a dire que
U(Za—p-1) =U(Zq_p_1) (5.2)

lorsque ¥4_,,—1 est homotope a ngpfl

Propriété 5.2. U est un opérateur inversible dans le sens ot on peut toujours trouver un autre
opérateur topologique de codimension (p+ 1) V tel que

U(Edfpfﬁ ’ V(Edfpfl) =1 (5~3)

On note alors V. =U""!

Les symétries p-forme forment un groupe G(»). Les opérateurs U sont paramétrisés par les éléments
de ce groupe : Uy, g € G,

11



Propriété 5.3 (Fusion rule). La loi de multiplication du groupe G induit la composition suivante
des opérateurs :

Vga, g5 € GP, Ug. (Bd—p-1)Ug, (Bd—p-1) = Ug,g,(Ed—p-1) (5.4)

Enfin, notons que le groupe G(P) est abélien, puisque les opérateurs U sont topologiques de codimension
strictement supérieure 1.

En effet, dans ce cas, il existe un chemin permettant d’inverser ’ordre des opérateurs sans que ceux-ci
ne s’intersectent.

6 1-form Global Symmetry

Considérons un premier exemple de symétrie généralisée : les symétries globales 1-forme. Ce sont
des symeétries agissant sur des opérateurs de dimension 1 ( line operator). Par simplicité, on considére
le groupe GV paramétrisant ces symétries comme abélien et continu, et donc GV = U (1)N. On fixe
alors G = U(1).

Définition 6.1. On associe une 2-forme de courant js = j,, dz* A dx¥ co-fermée & la symétrie
globale 1-forme :
d *jg =0 (61)

En terme de composantes, d x j2(z) =0 = 9,,j"(z) = 0.
On peut alors coupler le courant jo avec un background gauge field :

S»—)S—H’/Bg/\*jg 6.2)

L’action sera alors invariante sous une transformation de gauge By +— Bs + dA; par co-fermeture de
Jo

5AS:i/dA1/\*j2:i(fl)z/Al/\d*jQ:0

Définition 6.2. Soit g = ¢* € G avec X € S'. On définit alors le SDO selon

Ug(Ed,g) = exp{i)\j{z *jg} (63)

12



Introduisons & présent un concept important : I’enlacement, ou linking number. >

Définition 6.3. Soit M une variété de dimension d compact, orientée et sans bord ( OM = @).
Considérons deux sous-variétés de M homotopes & un point : U; C M de dimension g et V,, C M
de dimension 7, telles que ¢ +r = d — 1. On suppose de plus que U, NV, = @.

On peut alors introduire la sous-variété de dimension r + 1 W1 C M telle que OW, 11 = V.
On note {p;} = Uy N W,41 ensemble des points oi U, et W,y s’intersectent.

Puisque ¢ + (r + 1) = d, lespace tangent a chaque p; € M génére 'espace tangent de M tout
entier :

Ty M = Tp,Uy & Tp, Wy i1 (6.4)

Ainsi, il y une orientation définie & chaque p;, induite par I'orientation de U, et V;.. On peut alors
définir

ian(p:) +1, silorientation induite par U, et V,. est identique & celle de M (6.5)
sign(p;) = .
S —1, sil'orientation induite par U, et V;. est opposée a celle de M
L’enlacement (ou linking number ) de U, et V,—4_4—1 est donné par
Link(Uy, Va—q-1) = ) _ sign(p;) (6.6)

7 Symétries généralisées dans la théorie de Maxwell

7.1 Symétries électrique et magnétique

Considérons a nouveau ’action 2.15 : une théorie de jauge en d-dimension, sans matiére, de groupe
de jauge U(1). Soit A et 1-forme et F' = dA,

1 1
5= 5/FA*F: —Z/F””Fm, (7.1)

Equations du mouvement

Les équations du mouvement sont d x ' = 0. On peut alors interpréter F' comme une 2-forme de
courant conservée : F' = j§ avec d * j§ = 0. De méme, on en déduit I'existence d’une 1-forme symétrie
G = U(1) associée aux SDOs :

Uée)(zd_Q) = exp{ia/ *jze} = exp{ia/ *F}7 g=e*cU(l) (7.2)
Sa-2 Ya-2

Remarque. Puisque fEd_g *F' compte le nombre de charges contenues dans Yo, ceci est cohérent avec le
choix de symétrie U(1) pour obtenir fEdfz *F € 7. Autrement dit, pour obtenir des charges entiéres,

il faut que le groupe de symétrie soit U(1) pour avoir e’® = egilat2m)

Identités de Bianchi

Les identités de Bianchi sont dF = 0. On peut alors interpréter F' comme une 2-forme de courant
conservée : (—1)24=D L = jm  avec dxj7, = 0. On en déduit 'existence d’une symétrie (d—3)-forme

G(1=3) = (1) associée aux SDOs :

U™ (2,) = exp ia/ *jito o = exp ig/ Fi, g=e*cU(1) (7.3)
g $3N 2 pIN

2. Cette définition est tirée de [6]
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Remarque. L’intégrale fzz F mesure le flux magnétique a travers la surface Yo

Définition 7.1. On appelle Uée) la symeétrie 1-forme électrique et Ug(m) la symétrie (d — 3)-forme
magnétique

7.2 Wilson line

Considérons dans un premier temps la symétrie électrique. L’opérateur de symétrie 1-forme agit
sur un objet chargé 1-dimensionnel.

Définition 7.2. Soit L un chemin orienté. Les opérateurs chargés sous la symétrie électrique sont
des lignes de Wilson, construites selon

W,(L) exp{iq/LA}, g€z (7.4)

Propriété 7.1. Leur charge est obtenue en appliquant un SDO
(U (Bama)Wy(L)) = e'@tbinka-2D) (W), (L) (2] _,)) (7.5)

ou X!,_, est homotope & ¥q_o et telle que Link(X!,_,, L) = 0.

Preuve. En présence d’une ligne de Wilson, les identités de Ward-Takahash montrent que les
équations du mouvement sont modifiées selon

((dx F)YWy(L)) = q 8" (L){(Wq(L)) (7.6)
En intégrant la (d — 2 + 1)-forme d x F', on trouve
/ d+F = *xF = q6% (L) = qLink(X4_o, L) (7.7)
DIFEEY A(Xgq-1) Ya-1
En exponantiant, on retrouve la propriété 7.5. L

7.3 Opérateur de 't Hooft

Considérons a présent la symétrie magnétique. L’opérateur de symétrie (d — 3)-forme agit sur un
objet chargé (d — 3)-dimensionnel.

Définition 7.3. On définit le photon dual A par

dA = xdA (7.8)

Le photon dual est bien une (d — 3)-forme.

Définition 7.4. Soit ¥;_3 une surface orientée. Les opérateurs chargés sous la symétrie magnétique
sont des opérateurs de 't Hooft, construits selon

Hy(Ba—s) = exp{iq/E fl} (7.9)
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Propriété 7.2. Leur charge est obtenue en appliquant un SDO
(US™ (Z2)Hq(Sa-3)) = eaFmE22a-3) (3 (Sq_5)U{™ (5)) (7.10)

ou X,_, est homotope a 343 et telle que Link(X!,_5,%2) = 0.

Preuve. En présence d'un opérateur de 't Hooft, les identités de Ward-Takahash montrent que les
identités de Bianchi sont modifiées selon

(dF)Hq(Ba-3) = 46°(Sa-3)Hq(Sa-3) (7.11)
En terme du champ dual, on a F = dA = (—=1)2(472)  xdA = (—1)29=2) « F = «F. Ainsi, on a
(dx FYHq(Sa—3) = ¢ (Sa—3)Hq(Sa—3) (7.12)

En intégrant sur la 3-forme puis en exponentiant, on trouve le résultat attendu. O

8 Groupe et invariance de jauge

8.1 Invariance de jauge et ligne de Wilson

Intéressons nous a 'invariance de jauge de la ligne de Wilson.

groupe U(1)

Sous une transformation de jauge A — A + d\ associée au groupe U(1), on a une identification du

paramétre A — A + 27. Ainsi,
/d)\:/ \e 2z (8.1)
L oL

Sous une telle transformation, la ligne de Wilson s’écrit

W, (L) = exp{iq/L(Aer)\)}

= exp{iq/ d)\}Wq(L)
L
L’invariance de jauge impose

exp{iq/d)\}zl <— q/d)\EQTrZ
L L

On trouve alors la restriction suivante sur la charge :
qEZ (8.2)

Munis des conditions 8.1 et 8.2, on constate que I'opérateur Ug(e) est une représentation 7' de U(1). En
effet, on a bien que Uée) est de la forme Uée) =T(a) = "™ avec n € Z. Pour a = 2rm, m € Z, on a
T(2mm) =T(1)™ = 1.

groupe R

Si le groupe de jauge est R, il n’y a plus de périodicité du parameétre de jauge et

/Ld)\ =0 (8.3)
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Dans ce cas, la condition ¢ [ 1, A\ € 277 ne permet pas de mettre de contrainte sur la charge et on a
g€eR (8.4)

Munis des conditions 8.3 et 8.4, on trouve que 'opérateur Ug(e) est une représentation du groupe R.
En effet, son action revient & multiplier par des phases e¢'®?, ¢ € R. On ne peut donc plus trouver de
valeur « telle que T'(«) = 1Vg.

8.2 Invariance de jauge et ligne de ’t Hooft

Intéressons nous a l'invariance de jauge des ligne de 't Hooft. Pour ce faire, commencons par rappeler
que les symétries agissant dessus dépendent de sz F avec 0% = 0. Ainsi, par le théoréme de Stockes,

Js, dA = [55, A=0si F = dA globalement.
Séparons alors ¥y en deux surfaces ¥ et X5 telles que
TIUX; =3,

et on appelle
L=0%f

(bien sur 9%5 = 9%;).

Dans ce cas, F' = dA n’est plus définit globalement sur 5, mais séparément sur ¥ et X5, ol le degré
de liberté entre ces deux définition est une transformation de jauge

Al =A]  +dA (8.5)
=5 =
Ainsi, on voit que
/ Fe / F (8.6)
b siusy
- / F+| F (8.7)
o3 Dby
_ / dx (8.8)
L

groupe U(1)
Dans le cas du groupe de jauge U(1), intégrale 8.8 donne fL d\ € 27Z.

Remarquons que dans ce cas, on retrouve bien que Uém)(ZQ) = exp{ia f22 %} est de la forme e*™,

n € Z. Par des arguments analogues au point précédent, on déduit que le groupe de symétrie 1-forme
magnétique est U(1).

groupe R

Dans le cas du groupe de gauge R, 'intégrale 8.8 est toujours nulle. Aucun objet n’est donc chargé
sous Uém) : ce n’est pas une symétrie de la théorie.
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9 Conclusion

Dans ce stage, nous avons étudié la théorie de Maxwell sous I’angle des symétries généralisées. Ceci
nous a permis de mettre en évidence les symétries 1-forme électrique et (d — 3)-forme magnétique.
Ensuite, nous avons regardé les objets sur lesquels agissent ces symeétries, et 'influence du groupe
de jauge sur la quantification de la charge et sur I'existence de symétrie dans la théorie, dans le cas
particulier des groupes U(1) et R.

Nous avons trouvé que les charges électriques et magnétiques dans le groupe de jauge U(1) sont
quantifiées et bien définies, tandis que dans le groupe de jauge R, seules les charges électriques existent
sans quantification, et les charges magnétiques ne sont pas présentes.

De plus, les opérateurs Uée) et Uém) sont des représentations de U(1) dans le cas du groupe de jauge
U(1), et U;e) est une représentation du groupe R dans le cas du groupe de jauge R, alors que Ug(m) est
une représentation triviale.
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