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Choix de P’action et de la jauge

Action d’Einstein-Hilbert Sgu[g, g, 0%9]
Action de Landau-Lifshitz Sy [g, Og]
e Meétrique densifiée GH¥ = \/—ggh”

Stilg, 0g] = SuL[G, 0G]

Choix de la jauge harmonique
0uG" =0

— ajout d'un terme a I'action identiquement nul : [ (0 - G)2 =0



Fixation de jauge a la Fadeev-Popov

A3
Zz/D[G] exp( 6nC S[G])

(3)



Fixation de jauge a la Fadeev-Popov

6[0,G"] ZN/D[B] eXp( 167G /d4acB ) G’“’)

(3)



Fixation de jauge a la Fadeev-Popov

6[0,G"] ZN/D[B] eXp( 167G /d4acB ) G’“’)

— ! . C 4 7 _l 1/}
N /D[B] exp(zlGWGN /d x {B,,@uG 2B,,B )




Fixation de jauge a la Fadeev-Popov

A3
Z= /D[G] exp <i167rGNS[G]>
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Equations d’Einstein
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Equations d’Einstein

S =SuL+ Sg.f.
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Equations d’Einstein

S = SLL + Sg.f. + Smatiére (7)
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+ G (0,G"°0,G"P — 0,G"P0,G"7) } + Smatiere (8)



Equations d’Einstein linéarisées

167TGN

OGH" = G?79,0,G" = lg|T* + X" |G, 0G] EOM
VvV, T* =0 Bianchi

PPh =

167TGNTIJV + AHY
C

avec 02 =1n-0-0 et AW = SH — hP70,0,h" ~ O(h?)

(92)
(9b)

(10)



Expansion post-newtonienne



Expansion post-newtonienne

e Expansion en f=uv/c
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Expansion post-newtonienne

e Expansion en f=uv/c
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Expansion post-newtonienne

e Expansion en f=uv/c

=1

E/W = hw/|interior = Z hﬂ: (11)
n=2 ﬂ "
1 <1
T = < OmCi AW) T () (12)
interior B "
e Ordre de I'expansion
nPN = 0 (") (13)

® Résolution itérative
AE/(“’) = 167TGN??:74) E(l), e ,E(n_5):| + 8,525?:_2) |:E(1)7 R 7E(n—3)] (143)
0 h(n) =0 (14b)



Ordre OPN

® Tenseur d'énergie-impulsion
T% ~ pc? ~ O(c?) (15a)
T% ~ pev® ~ O(c) (15b)
T ~ pv'v? ~ O(1) (15¢)
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Ordre OPN

® Tenseur d'énergie-impulsion

TOO ~ pC2 ~ 0(62)
T% ~ pev' ~ O(c)
TY ~ pov'v? ~ O(1)

® Equation poissonienne

—00 167Gy
Ah = 2 P

e Equivalence avec le potentiel newtonien

—00,, 4 R
h(t,%) = —;U(t,x)

(15a)
(15b)
(15¢)

(17)
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Sources compactes binaires

® Modéle de masse ponctuelle

p(t, 7)) = mi6B(F — 21 (1)) + mad®)(

z

)

(1))

(18)



Sources compactes binaires

® Modéle de masse ponctuelle

p(t, 7)) = mi6B(F — 21 (1)) + mad®)(

® Fonction de Green AG = §

z

2

(1))

(18)

(19)



Sources compactes binaires

® Modéle de masse ponctuelle

p(t, @)/ = m16®(F — 21(t)) + mad® (& — Zy(t))

® Fonction de Green AG = §

® Solution newtonienne

¢z
Ut,7) = 20 4 2
— —Gym Gyma
F@) =~ - O )
1 T2



Sources compactes binaires

® Modéle de masse ponctuelle

p(t, @)/ = m16®(F — 21(t)) + mad® (& — Zy(t))

® Fonction de Green AG = §

® Solution newtonienne

¢z
Ut,7) = 20 4 2
— —Gym Gyma
F@) =~ - O )
1 T2



Divergences et besoin de régularisation

Dés I'ordre le plus bas, nécessité de régulariser les divergences F4(Z4)

Fonctions bien définies partout sauf en 74

F@ = > rffA@0)+0 (k) vPeNvAe (1,2}

Solution d'équation de Poisson (intégrale poissonienne aux ordres supérieurs)
® Deux approches principales :

® Régularisation de Hadamard pour les ordres les plus bas
® Régularisation dimensionnelle pour tout les ordres

(22)
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Régularisation de Hadamard - partie finie de F

Definition (Partie finie de F)

La partie finie de Hadamard de F'(Z) a z4 est définie comme suit

(Fla= | =% () (23)

Moyenne de fAO (7i4) sur I'angle solide dQ24 = sin(f4)dfad¢4 autour de la direction
d’'approche 71 4.

8
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Régularisation de Hadamard - partie finie de F

Exemple :

1 1 -
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Régularisation de Hadamard - partie finie de F

Exemple :
. 1 . R -
F(@)=—+d-n;and G(Z) = — +b-m (24)
71 r1
F~ Zrlpflp and G ~ Zrlpglp (25)

we identify f1 | =¢' , =1, f{ =a- 7, and g*; = b- ;. Since (ii;); = 0, we have
<F>1 = <G>1 =0, but

(FG)1 = aibj(ny'ny?)1 = 2@-b# 0= (F)1(G) (26)

W =

(FG)a # (F)a(G)a



Régularisation de Hadamard - Cas newtonien

® Dans le cas newtonien :

_ Gle + Gng

Ut,2 27
(t,) = 2 4 2 27)
e Partie finie de F' suffisant pour régulariser le potentiel :
Gym
(U =""" (28)
T12
4G
(B0 = -2 (29)

62 T12



Régularisation de Hadamard - Partie finie de | I

e A l'ordre suivant, il faut résoudre une intégrale de Poisson :

F(3
/ _’(qi) d?)w
RS 7(T, Z4)

¢ Regardons le comportement de [ F' dans B(za, s) :
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Régularisation de Hadamard - Partie finie de | I

e A l'ordre suivant, il faut résoudre une intégrale de Poisson :

F(3
/ _’(qi) d?)w
RS 7(T, Z4)

¢ Regardons le comportement de [ F' dans B(za, s) :

/d?’xrpfp:/ r2dr/erpfp
B 0

=47 (fp) /Os rPT2dr

= 47T<fp> ) {

spt3
(=)
In(s)

ifp+2#—1
ifp+2=-1

(31)

(32)

(33)



Régularisation de Hadamard - Partie finie de | I

Definition (Partie finie de 'intégrale de F)

La partie finie de I'intégrale de F() sur R? est définie comme suit :

81,52 JR3 s—0 1

Pf | &3z F(&) = lim (/ d3xF+47r1n<i><r13F>1
D(s) S

+ar Y sPt3 <£>1+{1<—>2}> (34)

pizcoP 3 ry

ott D(s) = R3\B(21,5) U B(z2,5), 51 et so sont deux paramétres de coupure, et B(z4, s)
est une boule de rayon s centrée sur Z4.



Régularisation de Hadamard - Partie finie de [ F/r

® Pour résoudre AP = F, il faut régulariser |'intégrale de Poisson :
1 F(Z)
P(#) = —— Pf / 3
(@) =521, [ d ] (35)

Lorsque 7' — Z4, P(Z4) diverge logarithmiquement ; il faut un contre-terme
supplémentaire.

Definition (partie finie de 'intégrale de Poisson)
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Régularisation dimensionnelle

e Conserve l'invariance par difféomorphisme des équations d’Einstein
® Analogue aux techniques de régularisation en QFT

D=d+1 deC e=3—-d

Imd

Integral converges

//\Eﬂe
e e




Equations d’Einstein en dimension d

® Méme structure que les équations d'Einstein en 4 dimensions

(d)
RMV - lg'u‘VR . 87TGN
2 ct

™

(d)

avec Gy’ = Gng*?’ et lg*?’ est une longueur constante associée a la dimreg.

® Equations du mouvement en dimension D :

167GY

O = — 2 |g|TH + A
ct

(39)



Fonction de Green en dimension d

e || faut résoudre I'équation de Poisson en dimension d :
AGYD = 476D

e Solution justifiée dans les notes :

47 1
@ () = g(d,.2—d ith pd — 2%~
G\Yr)=k%r with k T o@D



Expansion et partie finie en dimension d

® Expansion de Laurenten retd—3:

FO@) = S b pi@ai) + 0 () + 0 (1)

lim Z—Z 4
limd—3 POSPSP

90<9<Q

(42)



Expansion et partie finie en dimension d

® Expansion de Laurentenretd—3:

FO@) = S b pi@ai) + 0 () + 0 (1)
lim ¥—7Z
limd 3 POSPP
90<9<Q

® Partie finie de Hadamard en dimension d :

(F), = [ a0 o

(42)



Expansion et partie finie en dimension d

® Expansion de Laurentenretd—3:

FO@ = 3 AR +o () + o ()

h;;j;j; po<p<P
q0<q<Q

® Partie finie de Hadamard en dimension d :

(F), = [ a0 o

® Intégrale de Poisson en dimension d :

(d) @) (g
PWD(z) = k/ddxF(x)

47



Comportement de P9 autour de z
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Comportement de P9 autour de z

k()
(d) _ d—1 (d—1) ptqe pl(€) (= \,.2—d
P (ZO’BQL@ 4ﬂ/2@h)7“ drdQ 227‘ g (T1)T (45a)
k(d) L s
_ () ptge+1
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Comportement de P9 autour de z

k()
P9 = —/ rd=1qrdnld-1 pprae £1(e) (5 ) p2—d 453
( 1)’8(2173) 47 B(zl,) % p,q ( 1) ( )
) 1(e) * ptgetl
=T 2 ), , rorecar (45b)

Sp+q6+2

k(d) .
= (o _°= 4
4T pq<p’q >1p+q6—|—2 (45c¢)

(45d)



Comportement de P9 autour de z

k()
(d) _ d—1 (d—1) ptge p1(e) (= \..2—d
P (ZO’B@hg-— gy jg@h)7“ drdQ %;7* o ()T

k(d) L s

- () ‘/.Tp+%+ldr
Am P <f;g >1 0

d €+2

_ K9 S (5140) s
4 oy P9 /1p+qge+2
k(d)

S1

1
=— <fi(267)q>1 ( + ln<s>> + termes réguliers en ¢
q

(45a)

(45b)
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(45d)



Comportement de P9 autour de z
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Comportement de P9 autour de z

k() . (—1)* 1
(d) _ v d—1 (d-1) p+qe £2(€) (= - 0, L
P (zl)‘B(ZN) . /8(2278)7" drdQ %T Ioa (ng);) 7 or, TfEQ r'ng
(46a)
k:<d > ) 1)4 1 s
(© o [ / d-1+ptactly,  (46b
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Comportement de P9 autour de z

p@ (Z1)‘

B(z2,s)

L(d)

Am

— — € €)= — (-1 ¢ 1
[ e S o S o, (L)
B(z2,s) —0 : r

P 12
(46a)

p,q =0

e NI j)éaL( 5_2) | rtrrrettar (agb)
! 0

- TSk, o () e (99

o (=0 15 elg+1)+p+L+3

(46d)
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Comportement de P9 autour de z

pld) _ 7/ =14, q(d—1) N~ pptae £2(e) (= ¢ L
(zl)‘l’j‘(zz,s) 47 3(2273)7" drd pzq:r foa (712)[2:;) 0 o TfEQ rng
(46a)
_ K@ S (—1)f ( 1 > s
© o (s ) [ ritretar (a6b)
Ny L = r T
;zzo< i >2 2 Til22 0
ZZ< > 1)‘5a ( 1 ) s€(a+1)+p+e+3 (a6c)
L 46¢
P, (=0 a rly? ) elg+1)+p+L+3
L £2() (—1)Za 1 ( 1 < >)
_ +In
S (8 0 () (o

+ termes réguliers en € (46d)



Résultat final : correction a la régularisation d’Hadamard

La correction a la régularisation d'Hadamard est donnée par :
DR
= (pd _
DPy = (P >A (P), (47)

La correction de régularisation de I'intégrale de Poisson DP; est donnée par :
L(d) 1 . 16)
DPy = ——— ( 3 (qe +1In(r}) — 1> <f,27q>1
90<q<q1
S 4 In(s2) s ) (5120, + 0t
(q 2) €| —{-3,q

q0<q9<q1 =0 12
(48)

— Compensation des paramétres de coupure 1} et so : dimreg indépendante des
parametres de coupure.
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Conclusions

® Hadamard : pratique mais non distributif — ambiguités a I'ordre 3PN
® Dimreg : parameter-free et conserve |'invariance par difféomorphisme

— pour 3PN et au-del3, il faut régulariser dimensionnellement.
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Backup slides
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