
Chapitre 1:introduction

I. MOTiVATION

A l'origine, on voulait calculer des amplitudes QCDLa des interactions qua

⑧ flux tube

9 :

on a alors constraté que les équations étaient comme si le quarte et l'antiquarts étaient reliés par une werde. Les physiciens art

alors pris au sérieux idée et an fait des calculs. Il est alors appar une particule sans masse de spin :le gravitent

Al'époque l'existence de graven n'avait pas raison d'être. Ce n'est que plus land qu'estapparu la nécessité d'avar on tel

grauihen dans nos théories afin d'unifier gravitation et aFT.

De manière générale, lesqu'on établit une théorie en physique, il faut perver faire le lien entre haute et basse énergie.
Par exemple, lorsque l'on regarde une interaction de Fermi à4 champs:

py ve
terme quadratique dans Lur

in

7 u

é
↳factionne àbasse énergie mais diverge àhaute

Il faut alors postuler l'existence d'une particule intermédiaire massive:

pr....=e
↳

M

La théorie àhaute énergie est cohérente avec celle abasse énergievor e suffit de prendre la limite àbasse énergie de Yur:

Irv

S flat de renormalisation
2nE

Pour la gravité, cette stratégie ne marche pas for an a des vertex aubiques:

2
~m

=>3X..
En Hérie des wordes, ce genre d'intersection n'est plus traitée avec des partiales pancelles et des lignes d'univers, mais avec
des cordes et des surfaces d'univers.

Oh worldshect
-
--
Que



#I. Phénoménologie

Avec la Rieserie des cordes, on a grauté, champs de jauge et fermiens chiraux. Apriceri, com a haut par divine de si et la

gravitation, ce qui mènerait àune Réorie du haut.

↳. Problème: pas le meme nombre de fermien que MS au pas exactement le

même potentiel de Yukauva

· Sélections du viole permettant d'ajuster et verriger as détails sont arbitraires.

#IMAThématiquePhysique

Lathérie des cordes permet de résoudre des problimes de matte que l'on n'arrivait pas àrésoudre avant. Par exemple, elle a

permis de démantier l'existence d'une symétrie miroir pour certaines variétés differentielles 6-dimensionnelles.



Chapitre 2:particule poncelle

considérons une particule libre qui se propage en IRYP, avec

&a =diag(-1, 1, 1,1).

La particule libre va se déplacer le lang d'une ligne d'univers paramétrée par le temps propre I. Ya hajectoire de la

particule sera donc décrite par les ward.

Splangement) XM:IR = (RD-- [H x(2) M =0,..., D-1.
↓ ↓

Ligne d'univers espace cible

On travaille dans la jauge physique
x(z)

=I

X X

E

=
* I * x

2action associée est

5 =

- m/dt.V2
avec i =(x

-

. . . .,x*-) et ai =h

Si on prend la limite non-relativiste (IIE111), on sert de la jauge physique et

5 =- m(dt.) - 1 +I(1518...3
et las éys d'Erler-Lagrange sont danc

(mai) =0 Fi

an définit la quantitéde mut conjuguée
p =a

et on a fhamilhorier

R ={päi-2 =n

=>E =VI



Prenons une jauge plus générale
S =- m(dt.V - xmx 2m

anXm=dxM. Alas
d

pr =Em =r
et on a

prPm +m2 =0

avec (poli, m2 pour avoir une propagation causale.

I.symétries del'Action

L'action d'une particule pancelle possède & symétries:

· symétrie de Poincorésur le target space:

+M -3
-14x +c

avec 2 118 =DarI
sont des vecteurs constants =hanslation dans d'espace-temps.

· Invariance par reparamétrisation/differ sur la ligne d'univers:

[ -(I)

ai E(z) est manchone (on ne vert pas inverser le tamps au cours de la trajectoire.

c'est me symétrie parce que
dt =d=(t)

-

E= 5=

Cette invariance explique parque:can peut prendre la jauge physique:un peut reabsorber x en posant

=xPI).

Dans un espace rible à(0+n) - dimensions, celle invariance constitue un principe de navarance génére
M sont des champs scolaires lesque l'on considate la polu de la ligne d'univers co +ndll.

->téreriecompatible avec lagravitation à10.



#
.

Comparaison Ma t QFT

Méconique quantique

. Variable:t

->Ma est me FT à(o+1) - dimension

~ Opéradiens::(r), pict), Fic:, pil

· Fanction dande:4(uï,H) hit =12.

Théorie quantique des champs

· Variable:

(6- 1) +1 dimensions

· Opérateur:sums

Si on discrétise l'espace, on observe que la QFT est une copiede la Ma en chaque peint, si ce a pris la limite continue

⑳gt
site

39,345,s.
-00

oo
d

(0,0);P(0,0))

Intégrale de chemin

Les deux théories peuvent se reformuler dans le formalisme des intégrales de chemins:

NQ : 2 =(89). e
·524,89:....)

SC, 29
aFT:z=(Dgisur). e

##. EiNBEiN

L'action quenous avons inhoduite précédemment

5 =

- m(dt. - xmxami
possède & problèmes:

· b racine rend compliqué la quantification

· sim =0, =0 an ne peut rien faire.

La solutionest d'introduire un champ auxiliaire e(I) ha

5 ==(d.fexx2m-e.m} e=multiplicate de

Lagrange



Les EOM sont alors

· x:(exm) =0

· e:xr2m +em =0 (ép. sans terme cinétique zor algébriques)

métrique de
->(*) = Ithécerie- à la précédentel

↓target space
avec 2=xxRau

Lorsque m =

0, on a

5 to et x = 0 (trajectore de type lumière).

Interprétation

Le champ e(z) peut être un comme un einbein:

e
=
g= =métrique pour laligne d'univers

et l'action est

5 =

- I(dt.V-(y+22m +mi)
d a dans introduit une terre de la gravitation d praur résoudre le problime.

Les Eom sont

x:(g
+

j) =0

=) 10 +x(t) =0

on a toujours l'invariance srews reparam et on a me titrequia la cavariance générale. On peut hair la particule panchelle

comme une OFT à'0+1d avec des champs scolates de hype K-G et gravequantique.

D'mpou de Nintegrale de chemin,
i5,(x,9==7

z =(8xx)8y=().e
iS(xmy

=> DxSE). e

-correspondance entre S. et de léquivalence).



Chapitre 3:corde classique

Pour une corde,a ajoute a dimension la

AM:En To IR- xr=x(5,0)

avec Se -IRxS (codefermée), une surface de Riemann.E
1 x(0,i](corde auverte

Ils'agit d'une QFT à(1+1) - dimension par laquelle en va minimiser une surface relativiste.

I
.

ACTION DE NAru-GoTo

En partant sur celte;die de minimisation de surface, on peut aber définir faction de N-G

Sa = -T/drde. V-dett

où T est latension de la corde lénergie/la) et la mictrique induite est

Up =0 2m

avec 5=Tet=r. Comme la tension est un parametre fixe, t il y a d'énergie, +lacorde est grande.

& petite masse & grande masse

Afin de minimiser d'énergie potentielle, la corde aura tendance àse réduire en taille. Si Two, il y a collapse de

la corde.

#.ACTION DEPOLYakov

Tout comme avec la particule, l'action de Nambu-Gaho pose problime àcause de la racine. Il est aber while

d'inhoderie un champ auxiliaire:Go to

Spee.-Fofdir.W.geexentau Palgabar

aiT =1

Yar

an a chers introduit un champ de gravité en Ed. Dans le formalisme de l'intégrale de chemin, on a

z=/0x8gp e

"Sp

E

D'champs scolaires gravité en 20



Ici, il s'agit d'une théorie de la gravitéhapologique, in elle ne contient pas de termes cinétiques de hype

(Vg. Red(Grp).
Cela est deau fait que

Gyp =Rop - Rup =

est me taublage en 20

Les Eom sont

.
Si

-0 >2. (g.gep X4 =0

Sx

=HedgX =0k-wen2d

.
SS

=o Es Top =o cor Gp=o éqsd'Einstein
Sg

aTop = -gri a donc
To

=(2eXOpX - Gop9xax2m =0

=190
=f(r,z).(2-x-2px))2a

->contrainte algébrique sur Go (vor pas de terme cinétique)

Symétries de l'action

· Poincoré sur le target space (symétrie interne)

xM(5,5) - 4X(r,z) +cm c'est Paincoré si ol=26

Du pour de la worldsheet (5,I), i sagit d'une symétrie interne sur les champs (symétrie de Saveurs

· Reparamétrisation/diffamarphisme (symétrie d'espace-temps)

5- --(5,t)

Il s'agit d'une symétrie d'espace-temps en 1+ 1) - dim. En particulier, comme I est me fat que, il s'agit du principe de

covariance générale à2d! Si c était dans N-G, an n'aurait pas sa car on a pas de métrique denamique.
Celle (=

96p(5,2) -g.p(5,E) =

8wV.w08
250 85615,)

*(r,5) -(5,5) =xm(2,z)

2x2,) -2x(5,E) =26.px5,



· Invariance de Wege symétrie internel

Top (a)
- ect). Gop() abords metique ver groinverse de Gap

et

500 -> 8
a

An -> Te

avec Mir) une fut scolaine arbitraite positive (pra ne pas changer la signature). Il s'agit d'une symétrie interne spécifique
au cas àEd. En effet,

g +2" v =>2 =1 SSI d =2.

go - rie go

L'invariance de Wegt mène à
+50 =0,

sib=e. En effet,

To =2eXXRaggexxeox Ra

=>T5 =g+1 =(2x) - 2.2.(x) =0 A

#I. TRANSFORATIONS CONFORES

Une to conforme est un differ la

-0 ->I0(t)

ga - yp(5) =-)Go(r)

airicr) est le facteur conforme. Elle fixe les angles mais pas les distances (ie projection stérec.)

Si on a l'invariance par reparamétrisation et l'invariance de Wenge, on a l'invariance conforme.

Par la gravité àEd, cette invariance a des conséquences sur les doll de Go:

80p =(8 S avec GoiGno 3 doll

t

reparam.:Gop Lop Wod+2Ee
(5585+0)) - abbedde

localement

t

wage:Gop* Ms8). Go ->absorbe 1doll

->la métrique a 0 doll.



Localement, en 2d, il est herjaus possible de mauver un differ et me Hade Wege ta

Gu (r) Rop métrique conformément plate

ri) Rop* Rop.

Ainsi, en 2d, l'espace-temps est herjours localement plat.

->conséquence i découplage de la gravitéen 2d. differ =Hodejange

En effet, i Spe[X,g)
z=j0x.g.e 2 Ho conforme

=)0x0gop epes(X

-(09)x.e"Sperr
oùl'on a effectuéune la conforme la

Eros - Spas -(dr.exepxRa
et ça ressemble auxchamps scolantes libre sans masse de K-Cr:

-180703284° Ş2exiaxi.

#Equations du MouvemENT (Corde fermées

klein. Gardon

On a

1x=

0,6x =0 (-6 +2) x=0.sesentes fastarme.

I

-- &

on passe auxcoordonnées du cone de lumière * *
8

* T

5
1
=1 11

et les et de k-z deviennent

8
+2- xm =0.

Les solutions sont du hype
+M(+ +,u

- 1 =x4(r + ) +x2)- ). leftaright movers)

Par me corde fermée, on a

xr(5+2π,z) =xm(t,t)



On décompose les solutions en modes de Farier

I
xyr+) ={ ein+1Er+

X(r- ) ={cme-
in+x- -

et la périodicitéimpose (8 + ++ -

=I)

E
=k.

On a donc

excr-1 = vodmeine;exxr+) =vdeint

en renomment les constantes et

E +y(0
+) =5k +2+

++ide int

xy( - ) =Ex +6x
-

+idd eins

an,pe, et n sont des constantes. Par que les champs scient rechs:

1 d
oscillatens

(M)
*
=&Y et (M)*=YEn

on a

** =x+0
-pr

Sidet
=
0

->s =position de ci et pr=impulsion.

Squaticans d'Einstein

Dans les coordonnées du cône de lumière,

T
++=
(2

+xr)(0
+x)2m

ST ---(z- x)(2.x) Rau
Tr

-

=T
- +=0 tauhologique en 2e de fait que sans trace

a a

d=d+dr- idr =

dx*
- br-

I I

=>ds=- dr
+b -

=>g1 -

=8-1
=

-et ++=9-- =0

=>Ty =0 =) - T+1 =0.



Les équations sont donc

T
+1E ... o-

Ainsi,
. T.=G- x) =0Le-in- =0

a(n =E
--
mm2a etd =Vpr.

· T
+1=(2+x) =

0[re-it=0

aIn =-mêm m 2au et =Vpr

=>Lm, Im =0 Fm constantes physiques

Interprétation physique des solutions

· or a

** =x+0
-pr (MRU

Sidet
=
0

->s =position de ci et pr=impulsion.

· et =oscillateurs et

*4(++) =left maver car i
+
=t +r =x4dein =eihr ⑭

*(r- ) =right mover cor o
-

= c - r =1 xrdeint=eie ⑪

· on a

↳0 =

0 =) - p4Pm =12.d-m
=42

E =0 =) - ppm =m =

~T Hosilladens

En fonction de l'état vibratoirede lacorde, an a des masses différentes:

42 =.. n

La corde n'a pas de la fixe mais une tension fixe. Tous les bassens ont la même corde.

CT) =E =E= et +61=(0
- ) =2.

L



Réécrivons les égs d'Einstein dans les word (5,5):

To =2expx - Rr2egx2rx

->Too =x - q(-)(- x2 +x
-

2) avecx=ix=
=

x2 +xe

2

-1 Tm =

x +x
2

=Too
2

=>Ton =Tn=.X

Yes és d'Einstein sont alors

SI- (1)

s(2)

San fait le choix de jarge Xo(5,5) =5, (2) E) vibrations de la werdes sont miquement transverses



Chapitre 4:la corde quantique

I. OLD COVARIANT WAY

on proment Xet TM comme opérateurs avec

[-(r, z), πr(r;,z)] =
iSSr--)fr.

et 8cr-r =einer-r et

[ar,pr) =ise;Cô, i) =my8n+m,

can définit alors des ps de création et annilitation

M

at= et am = 140

con a l'espace de Fock

&10, p =0 et âm10,p =0

i

sa (02)rr....*(?)... 10,(0-1)&

Le problime avec alte espace de Fach est que la norme n'est pas de. Cela vient du fait que fan a construit les re

de commutation avec new:
Com,t =

m.Sr,a

Certains états ont une norme négative:
1210,11co,pldla =ghost (se"filation de jaugele

#. Light-cone quantization

can se place dans les cord du core de lumière

x ==g)x
=xx-

1)

et dans l'espace üble, la métrique est

D- 2

ds? = -2dx.dx- 1dxidx

et la produit scolaire est

frB =

- A
+

3 - - 1 - 3
++As:



can exploite l'invariance sous reparamétrisation

5
+-y+(r+);

-

-x- (r-)

abserbe la facteu
- conforme

et
wege

=- drtda-- - bd-

Les solutions état du hype

S
x
+=x(r+) +x=(r - )

x
-

=x,(r
+) +x)- - )

a peut choisir a
+et -la redét

d

I
x=2n++Ip

++ p++=pr
++en+

2

xr =2x
++2p

+5 -

=>x
t=x ++ept= jauge du lightsane

Comme -et - cast déjàété fixés, on ne peut pas faire la même chose pour X

Par ailleurs les ens, d'Einstein sont

S (2+x) =018
-
x) =0

=>28+x
-

2+x =
"

x
+
xi)ofproduit scolaie

i =1

Eete
et en décomposant les modes de Favier, on a

on =V.mein

-> on a éliminéles redondances àl'aide des contraintes et an a

2.1j2) oscillateurs àprendre en compte↓
LaHardeistect soscillat transverses)

En fixant cette jauge, en choisit une direction particuliete de temps et d'espace (X). Par conséquent, finvariance de Garant

est perdue Fcalcul impliquant X I.



Règles de quantification

on a

[n,pi)=iSir i(â-,p +3 =
- i; [k+, p- ) =- i

C0,3 =
m8i 8n+m,0 i ,=m8Sn +m,

De plus, il faut prendre en compte les contraintes classiques

(n =0 er [ =0 Fre2.

Naïvement, on pourrait imposer
In 12) =0 En 14) =0

-

Cependant, cela est ma contraignant et mène àdes incohérences. Il est préférable d'imposer

(i) [n 14: =0.

et on prend
- -

Inlphys) =0 Fmso et 2 =L
m

En ce qui concerne Lo, on a

Le =mid-m

->ambiguité sur fordre cor dm et dum ne commulent pas

On paramètre notre ignorance

E
(10 - a)|phys) =0

(2= - a)(phyx =0

La formule de masse devient E

*r =.min - a
-

E

=>(LI(lphys =0

=) (N - ) (phys) =0 level-matching wand.

et

48 =(N - a) =2( - a)

Classiquement, on a
5Loin d = dinde dimen

a =cdu normalet en vert le normal wdering:createurs àgauche
d aderng

5Cern-2 dinde =Ene+ -2 En
&40 2 mo

mu énergie du vide



et - sta
ri =(r - 3,) =2( - ci)

Spectre en énergie

· L'état la plus simple est

N =0, =0:10,p) (grand state)

et

e = -2. ↳ racyam!

Le problime est que le tachym mierie àme instabilitéet potentiellement aime énergie pas baunded from behau.

En effet, si un champ scolante de pelentiel V(I). Sans interaction,

~(1)=m, *
vial

et V(P)&

W
*
(***mo

mo

-> afin d'éviter que E - -0, il faut ajouter des termes comme d
Cependant, on aura harpes une instabilitéaube de 0.

=>la conde bosonique est instable.

. N =1,5 =

1:10,p)
et

e =E)-- i) i,j =1,..., D -2

Pour ce n état excité, il semblait qu'il y ait un problime. En effet, is ivont jusque D-2 dans les opérateurs diet Gi

se 10 sous la rep. da S01D-2) Soln, D-1). Cependant, an aimerait que s étals puissent se la sous une rap, de grape
de Lorenkz S01n, -n) afin de récupérer e invariance de Yorentz.

Par se faire, rappelons la nation de petit groupe:

· Particules massive:pour une particule massive plangée dans IRD-u, il est herjus possible de harver me to de
Zarenk la So[D-1)

e

pr =(E,0, - . .,)

Le systeme est alors invariant sous so (D-1) sur les indices spatiales. petit groupe de
So(1,D -1)

-

->haute particule massive deit former me rep. de SOSD-n)

/



or, ici, la particule décrite possède (D-2): états. Et de rep. de So(D-n) de celle din et

dan,une particule massive ne peut pas former une rep. de SoIn, D-1).

· Particule sans masse:il est possible de mauver une for de frentla
S0(D-2)
e

p
=(E,0,...,0,E)

petit groupe de

↑>
S0(1,x-1)

et elle présente dans une symétrie de So(D-2) et correspondent a une rep. de sa petit grape

par conséquent, on doit imposer Ma=0 sion veut une théorie invariante sous sols, D-1). c a donc

4=0 =1 -
D - e

=0 E) D =26 dimension
24 ortique

Il faut donc un espace-temps àD =16 pour la carole brosonique.

Le 15état excité est dans sans masse et forme me rap. 9494 de Solen). Cette rep est reductible et

24094=sas face et symétrique anti-sym *trace

gravitan:Eau champ de Kalb-Ramon dilaton
12 -formel

Autres états excités

on a récupérél'invariance de Zarentedu 1 étatexcité en imposant D=16. Les autres états excités possedent aussi des

indices i,j =1, . ..,e4 et servent massifs - ils doivent farmer une rep. de SOIC-1).

EN =2 =N, dans le sechers des R-moves, on a

de loc et de lob

et l'ensemble total des étalsde niveau dest

18:.? di) e (?l 10;p

de masse

42 =1
a

Dans chaque secter, con a

[(D -2)(b -1) +D - 2 =Ix(D - 1) - 1etals

↳ correspond àla rap, d'un tenseur symétrique sans have de So(D-1).

En fait hors des étatsexcitésd'une werde =

rep. de SO(D-1).

Remarque

Si térerie fondamentale de la gravitéquantique, hars s état excités auront me masse proche de rp et dance impossible de

les observer.

->vont jauer un rite ds les processus de scoltering +empecher divergence un de gravité.



#I. CORDEOuverte

Considérons une corde ouverte i =[0,].

Squations du mouvement

Soit

5 -fe.(dr. vg. 9exepx.

Si on y ajoutait laconstante cosmo, an perdrait la symétrie de Wege et anne parrait plus avoir g =2.

on a

65 =in2.(dr. (92x6(2x1)

-Jaufer(exsx - Axx

de (dr.Dx.x - aferJe.(sxeoxs

-si(at. Ax.x-seox -(x
on suppose lis 8x =0 en Ti,1

5 =T

-si(at. Ax.x- dor(.xx
5 =0

Los Eo sont donc

1x =0

avec les conditions aux bards ha le second terme sait nul. Il existe 2 types de conditions:

·Neumann:I'm (2) =2= xM (2) =0

5 =0, 5
=0, T

· Dirichlet:SX"(t) =0 =) XM (1 =cm

5
=0, 5=0,

->DD, DN, ND, NN.

Reprenons l'expansion en série de Faurier pour lacorde et appliques ces conditions auxbards:

xx =x4(r+) +x2(+-)

avec

E xy(r
+=1a +pr

++ire
inst-

5- ) =u +pr
-

+ire-inst
+r



La condition de Neumann donne

25x -0 =>&m =2
5=0,π

La condition de Dirichlet danne

Xu =cu => =-
5
=0,π I pr =0

x
=
ce

et avec D, s de miede fundamental (grand state, n =0). Les conditions de Nimposent qui ring a pas de distination

entre Ret L-movers. Il n'y a donc pas de level-matching conditions. 2 mode fondamental 1.

I

nterprétation physique, champs scolaires et vectoriels

Exemple (D =3)

en choisit des conditions différentes selon les 3 directions:

x -Di avec c=0.

E2
on a colors àdisposition les opérateurs

a:ecm=-

y:y,Py,0 =2

z :z, P2,2 =J2

On a alors des états du hype
(y4z) ->4(ky,kz) ~4(y,z).

Yes champs sont localisés en 2D (sur une 2-brane). On a mebrise de symétrie:sob) -SO(2) x1.

x

les Etats vont former Shypes de représentation/champs:

&? (hybz

2-brane · *z I&(2yhz) 3 Am (n,y)

-

* ·16yhz) 3 (,y
I



Dans le cas général, on a

DD:D-b fois i NN:a fais

->les extrémités de la corde sont fixées sur une ho-brone, il sur une hypersurface
d'espace-temps de dimension te

on a danc

S0(1,x -1) - S0(1,2 -n) xSolD-2).

En résumé, si en fixe t NN et D-h DDconditions, on a:

· NN directions:directions langentielles de la brane

·DDdirections:directions transverses de la brame

·um champ de fa-vecteurs D-2 champs scolaires sur librane de dimension le

#

Plusieurs Branes dememeDimensions et Paralleces)

&brones

Supposons maintenant 2 h-branes parallèles

I I

Ila
e ->con distingue 4 hypes de cordes:

·
x

II, II, II, I I

ren
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Chapitre 5:théoriedes champs conformes

I.Séries CONFORMES

EnaFT, on a lasymétrie de Poincoré(+ symétries internes) qui donnent des contraintes sur les termes du Lagrangien et sur les fals
de corrélations (Py1:ils doivent être scolaires et les fanaticans de corrélation doivent dépendre que de 112-y II.

La CFT est une terrie quicomprend une symétrie quigénéralise alle de Princoreet va mener àdes contraintes supplimentaires
sur les fonctions de corrélations (cu)ply.

Transformation de Pancoré

↳differencarphisme quipréserve lametrique:

2 - rx

garg=gr

Transformation conforme

↳diffromorphisme quipréserve la métrique àun facteur conforme près (préserve les angles):

x* -fx) scoling facher
d

geretenen go =
1()e-

Une FT est donc une Rérerie invariante sans ta conforme. Il s'agit de Réserie qui est invariante par changement dechelle et
quine se soucie que des angles.

Généralisation de l'équation de Killing

Sat une transformation conforme infinitésimale

A(x) =1 +k(x)

E y & =
x+ +2(x)

28 =Sp +2)
3x

Ale

-2m =(1+k())2n =20(8 -em))(SP +en)
E) Lartki Daw Za+ Rop S en +

bo 8es



et danc

k(x) 2p =e
zar

généralisation de leg. da Killing
au

pour espace plot gol k=o

Si comprend Contrace de celle équation, on a

28mE =d.k

avec d la dimension de frespace - Lemps.

->k ne prend pas n'importe quelle valeur.

L'équation devient

GEr+CrEp =CryE Dan (n)

#I.Algere delie ET GRODE CONFormePOUR d>2

De déquaticon(n), an apprend que em E deit etre linéaire en s et dans que Spot) deit are quadratique en s:

Epix) =ap +Mpox +Trop a re

↑

et talon. de L du groupe conforme.

Regardiens l'interprétation des différents wet:

·

a verrespond aune konstantin d'espace-temps - générateur:P

· M (= partie antisym. de Mal correspond auxha de Greentz - générateur:Mar -Mar

En effet, pour une 10 de Garentz,

UpE =0 - cor Hode Yarent=Hoconforme avec 1 =1 -k=0 =)

28mE =d.k

E) OpE=Man SrU+ termes linéaires en k =0 -

5) MSM =0

=) Mp =
- Mrp =M

· Mr= DZm correspond auxdilatations un générateur:

En effet, sait an =0 et Trop =

0, fey (e) devient

Mar + Mom =(yMgo) Ra

>Ma +Mug =. (MS)2m

et c'est de par Mr =DRM
2D2m =G.d. D2m XD.



· Trung = Ragou +Raug- Dugbp varespond aux has spéciales conformes -générateur:Im

Cela semantre en premont cul avec Mpr =cm =0.

->le
groupe conforme comprend des hanslations, des Has de Garentz, des dilatations et des

Los spéciales conformes (TSC).

su can ajoute d'autres générateurs, la terrie devient libre/trivizele:Colman-Mandulathm.

Algebre de Die du greue conforme et générateurs (o2)

Yes generatene de l'algèbre sont olanc

- 1 P
=
=i2x Chauslations) sim =xp+da

0 Ma=i(knb - xn2m) (ferent) vr=

0 D =
- ixmbr (dilatations) vix =0xm

1km =i(n8m-9kn22 (TSC) Un =

up-box
1- 2b. +bix

Les relations de commutation non nulles sont

0 +1 =1

[D,kn] = -ikm [Mau, Mar)=: [Trgur+Zrurg-ZagMua-Rug Mar)
0 - 1 =

- 1

[D, Pm] =iPa (Ym, Mrg) =i(nak - zwekr)
1 - 1

=0

[km, Pr) =2: (naD -Ma [P, Maw) =i [1gmPu-2grPr)

On peut ma er an étend lespace d'une dimension et la temps de dimension:IR- IR", en peut définir les

generateurs
Jar =Mar J-1,0

=D

e=1,...,d

5
-n,m

=I(P - km) Jan =(P +km)

les générateurs cent pas relation de comme celle de So(2,d).

[In, Jyr] =i /MrgTr +LerJrs-Logtro - ZurTes).

↳isomorphisme entre l'algèbre de Die du groupe conforme
en dima et sa (2,d).

Sion avait pris me métrique eucidienne ad din, an arrait un isamerphisme avec S0(1,d+1).



#Syretries Conformes à2 dimensions (d=2)

Pour la suite, on travaille en métrique auclidienne par facilité, il avec des coord. (5,02) =(0,15%. Par revenir en

signature minhashierne, il suffit de faire une rotation de Lich.

ca introduit les coordonnées dans la plan complexe

z =5
1
+i52 et E =0-

- it2

avec

2z =2 =2(2 - if) et 2 =
5 =(a +iwe)

Dans ces coord, la métrique euclidienne devient

ds=dz. dEl 2= i.)I
On va considérer z et E comme des cocerd. indépendantes,in a étend la worldsheet de IR2 vers K2. Le fais les

calculs effectrés, il faudra imposer E =
2*afm de sélectionner un plan réel.

Dans le plan complexe, on peut ma les fos conformes sent générées par des Is falamorphes. En effet, on a

scoling facher
Z ->2=f(z) enE =>ds=dz.d. . dz
=-1 E

=I(z)

Ander qu ie I mie infinitéde Les conformes menant àune algèbre de le de dimensice infinie (au cas d2)

&Pb 1.3-T04
Sail me fo infinitésimale

2- z+3(z).

Les paramètres infinitésimaxESz) admettent une expansion en série de Laurent

2(z)
=

cn zu+
h=- x

On peut alors mg les génératers associés sont (vor TP)

(m =- zn
+

8z

Een =

- Eh+ 22

↳
[en,em) =(n-a)emen;(en,en) = (n-mente algebre de Witt

[2m, em] =0

->falgèbre de lie des Hos conformes à 2d est la somme dmect de

2 copies de Mad. de Witt. Cette alg. est bien infinie dimensionnelle.



Par aillers, si un considère les champs vechriels qui génèrent as os conformes:
-en -In

~Sz) =an zutz i <E) =m Et E,
me me

an pertug (TP) s champs sont globalement bien définis uniquement par les C.C. da

&lo, 2e, l.., T.,,-}.

Il s'agit d'une saus-algèbre finie qui gente les lus conformes globales en d =2. On y distingue les générateurs
associés àces os la:

· générateur des translatich:

l.. = - Uzet t.. = - 2=(translation selon zetE)

· générateur des TCS:

21 =- z2z et t = -ECE

· générateur des rotations:

lo - s =Wo

· générateur des dilatation:

lo +o
=

- rbr

Le
groupe généré par celle sous-algebre est celuides Les de Möbius, in

2 - Gz +b

(2 +d

avec ad-ba =1 et a,b,deK. Il sagit au grape S2(2,K)/22 =S013,1)

#TENSEUR ENERGIE - Impulsion

↳ courants conservés cor invariance par hanslation.

Théserie sans gravitation (4p =2mu)

con considère faction

5
=(a. 2C0, 24).

Srait la 10 infinitésimale
x - x

*
+E4(k).



on a clos

· di -e(d =det (1 +8) =1 +h(8) =1 +ag

. 2 -2 =
2 +23.84 +en Sa

=>S +5 =5 +(ba.(2,2 +284 +ma}

=>85 =(da.(erg -aulses-samas}
Or, on a

2=a((p +6p) =(y-
- 22

-

)2n(y +60)

-ang-
anse

=) 2r(84) - f(tmd) =wn2-emb

=>S5 =(bin.(22,2 - Epian Eamd}

-- jan. Enarsend - 28}
-

Tu

-(d.pT. =0 car - constat dans un espace plat

=>CmTr =0

Avec gravitation

on a

3 =(anvj. Ygu,4,20)
et soit 2. Ifo infinitésimale

** - x+E(3.

Isagit d'un differ qui det laisser invariant la tuerie si ce prend en compte le changement de métrique

getGarego =grr_ers-ee

=>Sgu = -y - 2e



con a donc

SyS =(bar. 258. Sere
2 pas de facher I vorsymétrie

-- (b. DN5e ee

Par ailleus, on a que

spS = (dix.v. Sp2 = - fan.2Tr 5.

Comme andait avoir 85=0, on a

55 =Sp) +Sg) =0

E) SgS = - SpS

=) - (ex. DN5zrg=jon. Tagse

=) Tm =
-

.e parfois défini avec un facteur 4sypl.

Trace deT en CFT de dimensican ol

Dans une CFT, can a 89 =0 pour nimporte quelle la conforme. En particulier, par une dilatation Syor:Gun, n a

65 =(12.1518.2). Syop = (dr.v.Ty =0

89

=-] &0
=0 (*)

↑mu en cordonnées complexes

Encordonnées z, E, on a

e
=(0 =)

-12

et (*) devient

+5 =Typ =TzE ++Ez =0

et par symétrie, TZE =TEz
=>TzE =+Ez =0

Par ailleurs, l'en de conservation abrutit à

22+zz =0 j &ETEE =0
S

El 27 TE =0 i0=Tzz =
0



c'est-à-dire

Tzz=Tzz(z) =Tz) est une fanction holomorpheE
TEz =TE(E) =T(E) est me factice anticomorphe.

#.COURANTS DENOTHER(d=2)

cherchons de waurant de Noether associé auxHas vanformes. Soit la Ho conforme infinitésimale

E
2=z+E(z)

->correspond en chat de signache de harentzien à

E=E +I(E). euclidien (=its

Afin de hauver le carat conservé, il va falloir vansiderer 2(z,E) et ECz,E):

65 ~/08. Top Sg - (dr. Tome(60)

~ (dzd.( Tzz.28E +TE 2ESE}
~ fotd.) Tzz.222 +TE225}

on peut écrire

4
[(z,E) =E(z)f(E)

E(z,E) =[(E). F(z)

et donc

85-(dzd.{T.2.8Ef +TE.5.2zf3 =0

=>2z5 =0 et 225 =0

=) JE =5(z)d 5z =5(z)

et les carents conservés sont

5(z) =T(z). E(z) Golamorphe

=(E) =F(z)E(E) ant: -Lolomorphe

Anoter qu'il y a une infinitéde courants conserves car CFT àd=1.



*Les IdentiteS DeWARD

Les identités de Ward sait d'équivalent quantique du Häcreme de Nather. Sait fintégrale de chemin:

z=j0p. éSca

Sail me symétrie de la théorie la la Ifre infinitésimale

I =0 +2S4
anomalie
~ sid varie

laisse factice et la mesure invariante. Considereuse qui dépend des word.:E(t). Dans ce sas, il ring a plus d'invariance
de la

mesure oul'action

z- (op. é
SCPC

=(Op. e
150- (52) ?

-(0p. é5((n - 2(55)

ai) = (dr.V. Anoter que le courant peut également avait des contributions deau changement de mesure et

anchangement de faction. Comme ils'agit bien changement de variable d'intégration , l'expression de Z ne devrait pas
changer sous latfa et

Sz-180.529(588,3 =0 va

=(20587 =0

-la valeur mangenne dans le vide de la divergence du Laurent

bait etre nucle

Regardiens ce qu'il se passe avec des insertions d'opérateurs dans l'intégrite de chemin:

20sr ... Ostr) =I/0p.SCcsa... cel

On peut voir sa comme des pertens que fan aurait inséréa des prints particuliers de Despace-temps:

0.8)
X X

[2]
X

Les repérations :peuvent être n'importe quelle expressiven composée des champs 4. Saus la symétrie considérée precedemment, les

opérateurs voit se for la
0;- 0i+E80;

et conconsidère E - Ele). Si ce choisit ECE) de son support est en-dehors des insertions, on a

80;(ri) =0

et donc can houve

[2055(0). 0. (rn)... Onin) =0 Fufoi205=0 Erfri



5les insertions sont a même endroit que 58, ie si rewi, a prend qui au support dans une region qui inclut on t

o asa

et as have

cacr)... Onsak -(89. SCP 11 - 2
=(5582) (On +2son) ... a

=>(80(r)... ansa = -( 5sdondant... ibde Wand

oùl'intégrale est sur la région où250.

#CHAMPS PRIMARES

Champ primaire

Un champ primaire est un champ qui se transforme comme

exw,w) =(32)()
-yz,) ce

sus me to conforme locale z - Wiz).

can appelle a la dimension conforme holamorphe et la dimension conforme anti-halamorphe.

↳ce sont les poids conformes.

son les rie au compartement du champ sans notatice et difatation:

h =I(0 +s)e =E(0 - s)

ca o est la dimension d'échelle et s le spin du champ.

Champ quasi-primaire

C'estun champ qui se to comme un champ primaire, mais sans les Hos conformes globales SL(2,4).

->haus les champs primaires sont quasi-primaire, maispas inversement.

Champ primaire chial

Champ de poids:(h,0)



Champ primaire anti-chiral

Champ de poids:(0,2).

Une définition équivalente d'un champ primaire est a champ quise te sous me le conforme infinitésimale la

85,54 =- (24022 +22z4) - (24022 +[224)

*III. Identités deLARD Holomorones

Les:d. de Ward associées àl'invariance sous les fos conformes sant

2 +Mix =
- [sin - x:)e translations

2x

EnT-()X) = - i.s:. 81-x: X2 rotations

(TM(u(x) =- 28(x -xi)8:xx) Los d'échelle

aux est me collection de champs primaires, siEpr= Sale générateur de Spin (Epr -- Eug et si le spin de champ et Wil

dimension d'échelle.

A partir de ça, on peut my (TP5)

Tex =E(*: Ena) +temes réguliers

x =E. (*i??a) +temes réguliers

an'. = (wi, wil et les termes réguliers sent des fels holomorphes (anti-h) o z (E) régulier en z =w:(E=2:).

&

*

IDENTITÉS DELARD CONFORES

Yes 3 id. de Ward halamorphes peuvent se réexprimer comme

8,,=(x) =(bex.2(Tr()En(x).X)

sinon integre sur un dermaine i quicontient haus les champs X et son considete une H vonforme locale.
En utilisant to them de Stockes dans le plan complete, an obtient

82,(x) ==:(x) - +E3=xd +(+zz 3zxdz)



·(a( 3zXd +(+2={=xdz) =0 cordanheur au ne passe pas par les si

Enfin, en utilisant les definitions de T(7) et F(E) et -- E;I=a, a haue

6,5xx =

- afdz.{z)Tzx) +:. E) IX
ai E est un canhau vrienté dans le sens tige et incerant les poids (wi,Til.

*

.
OPERATOR PRODUCT Expansion:Ope

commer,ams par décrire ce que l'a erland par opérateur local en CFT. can appeler aussi ces objets des champs. Il y a une I
de terminologie entre CFT et QT. En aF5, la terme champ =cobjets quiapparaissent dans fractice et fintegrale de chemin.

En CET, il désigne d'imprate quelle expression locale,incluant , amp au el4.

L'ensemble de has les champs est infinien CFT même si, en havaillent avec une aFT, en ne considérerait qu'un nombre finide

champs fondamentauxd

on définit l'expensicas d'un produit d'épératers (OPE)

0.Cz,)0j(w,) =j (z -w, -m) Oalw,)

avec o;les opérateurs locaux de la CFT et ;une fut qui dépend de la distance entre les a opérateurs.

&expression de l'OPEdoit être harjars considérée par des opérateurs qui se terre dans des fut de verrélatrices, in

10,12,)0i(w,w) ...) =[j(z -w, -m)(0a(w,w) ...

Par faciliter, a ne notera plus le c..., ich sera harjaus implicite.

L'idée principale derriete os OPEest d'effecter un développement en sente harsque e apérites s'approchent fin de l'autre

Autrement dit, quand opérateurs sont définis en des points proches f'um de Faure, on peut développer en série le produit
autour d'un de cas & puts.

Remarques

· Les fonctions de corrélation seront toujours supposer time ordered. Par conséquent, les opératent apparaissant dans les OPE

commutat:

0i(z,E)0j(w,w) =(i(,i)0;(t,E)

↳SiGrassmann, ils anti-comment).

· Yes OEcest un comportement singulier en ze w. Can verra que c'est ce qui va nous intéresser. En effet, les OPEpermettent
de mettre en évidence les résidus àhavers les dupt er série faulitant l'utilisation des the des résidus.

· Les autres insertions dans la fut de corrélation"..." sont arbitrines Mais devent are ame distance > Iz-w

En fait, les opEsont exactes et on en rayon de convergence àla distance de la plus proche autre insertion.



#.Exemple:CHAMO SCAir LIBRE

Soit un bosen masse
cor un terme de masse S =(di. Eaw.
compromettrait l'invariance

conforme

on a waw TP6 que

Lemicy= -ge((-y).

En coordonnées complexes, on a

(z,E)4Iw,w =

-g((( -x) +h(z-w)).

En dérivant, am have

(2z4z,E.ww=er(-gr) =

- ignie
1(4z,E).Www =

-

g -mi

Ensuite, on peut ma
T(z) =- eπTzz =

- Cig: 24(z) 241218

↳a
(T(z)) =0.

Sich évalue (TCz)4(WK, can have

ST(z)84w =e=eee en entreswil

(z -w)4

=>au est un champ primante de poids (1,0)

De manière analogue, Eu est un champ primaire de poids (0, 1).

De maniete générale,
C est de poids (m, ob;E est de poids (0,m)

on peut également ma peur de champ scolaire

(T(z)T()) - 1/2
I
&T(w) t 3T(a)

-

(z-w)" (z - w)2 2 - w

Acause du 18terme, le Lanse énergie - impulsion n'est pas un champ primaire.

De maniere générale,
[T(z)

+

(w) > - C12
I

9T(w)
+2T(w)

(z -w)
" (z - w)2 z - w



avec a la charge centrale la
= 1 pour les bosams m scolaires lires: =m

112 pour les fermions en fermicous libres:c=m/2

- 2E
- 26 sperles

& ghosts (A BRSTS

La charge centrale est une mesure extensive du nombre de doll du systemme. Si c=0, T(z) sezet un champ primante de poids
(2,0).

En fait, T(z) est un champ quasi-primante et se to saus z-((E) comme

T(zx +(w) =(22)
-

(T(z) - Edwizh)

coù d.;.est ldérinée schwartzienne définie comme

Gw,z4 =

dw(dz
- 2.dw/dz2

dw/dz
dw/dz

Yadérivée schw. est le seul terme quipeut etre ajoutéala loideffe de T(z) La

T(z) -> T(n) -> T(u) (propridegreupe)
zaw w- w

et qui s'annule pour les os conformes globales.

#. QUANTIFICATION RADIALE

Jusqu'àprésent, on a parléd'opérateurs mais pas des Etats sur lesquels ils agissent. Ca va parois se faire àl'aide de la

quantification radiale.

Soit une corde fermée dans un espace de Minkaushi. Ya waredsheet est un uglindre, derit par une composantespaciale a et une

remporelle I. On prend un cylindre de périmètre 2. Al'aide d'une rotation de Wickt=izet de la conforme

z =e(t+i

il est possible de ramener la théorie dans la plan complexe.

⑳

5 - re
& & 2)+i0) -

*I

1=i [ 2 =2 r

- D ⑧ ⑧

r= C

........
I

........

r

Garantspace espace euclidien plan complexe

on vit donc que, pau verdonner des pérateurs dans le temps, il faut des placer àdes distances différentes de l'origine"radial

ordering":
&(P(z(w) =61z79(u) silzkluE

f(w) (z) si IWK 121.



Par ailleurs, la quantification radiale permet de hier les commutateurs et des intégrales de conta. En effet, scient e

opérateurs A et , des intégrales de contreur de fanctions Lalmorphes:

A =fdz.acz); B =(odw.b(r).
Rew commutater rat

(1,3) =(fodz/odw-foder(odz) aszibiw).

Cense rappelle que les opérateurs apparaissent haujas dans des fut de corrélation au de time crdering in inde radial crdeng

on a donc

& &

Z

= ~
w

- z
B *

Lastuce est de babard

fixerwetmtägner puis intégrer
sur

& ?
~
z E

x

w ~ z
B

-

B - Xw Z

↳

=>(1,3) =fd(dz.aszbiw)

Exemple (TP7)

Lacharge conservée associée aux Los conformes infinitésimucles est

&a =xi,.T(z)SE)
et donc

(a3, 2(w) =:2*.() (TEE(r) = - 8,E(r)



#.Fonctions DeCorrétion

Dans cette quantification radicale, on va voir que la CFT impose des conditions striches sur laforme des fonctions de

corrélation.

supposons l'existance d'un état lo) sur lequel vient agir les opératens de rection peu vanstre un espace de Hilbert.

Afin de considérer des interactions en paint, cam dat définir un étatasymphatique:

14in) =him (z,E) 10).
Z,E-e

un définit alors (Haut1= (inkt la vanjugaisen hermitienne est définie sur des champs conformes via

ytz,E) =E
- 2hz-Sy(112,1(z) défini sur la surface

réelle E
=z*

Yes arguments des champ a vot de Za Eet . Geb est di au fait que fier a fait une ratation de Wick et to
to sur le cylindre. Les préfachens permettent d'aver un comportement régulier par le produit scolate

<Your 1 4n).

Par le prouer, regardons la S-put function de l'opérateur primaire 4(z, E).

Par invariance par translation, on a

((z,Ei) (1zz,Er) =f(z - z,E - Er)

par invariance par dilatadicon Iz n dz,-JE), e a

1.=().(z.
=) (4(z4z)

=32525,4/z, Ei)437.17

=j2j2f(61z- - ze),5(E - EI)

=>f(z-ze,E - E) =C15
(z--zr)2h(E-Ea)2

Par conséquent,

(CCE, El 4172,Zel =C1s

(z--zr)2h(E-Ea)2

De loi, car voir facilement que (Yar14n) est bien défini :

<Darlin) =lime col z,12,) 10
Z,

=lim -ch z-2201431E, 117) 4W,10

=en E-24z-222014 (112, 11z) 410,0) 107.
Z,Ero



Sait 3 =

I. Alors

<emein) =95558201415,9410,0103

-lim asses= ⑯
3,5- 1

Enfin, com peut faire une expansion en série de Taglar d'un champ primaire de poids 12, 21:

9122) =Le z-m-
- m-cm,

o4mm=i foz. zmth-u#(odz. Emtrny,z,) et 4, 4m,m

#.ALGBRE DEVIRASORD

Développons en série de Laurent le tenseur énergie - impulsion:

E
T1 = u êt
Tizi=

au

I
(n = &:(oz. zu Tz)in
rid. Ertr. F(z

an voit que Lm est la charge conservée associée àla ta conforme

I
82 =E(z) =zw

+1

GE =[(E) =Em+ 1

De plus, l'intégrale de conteur se fait acheur d'une tranche spacicle au uglindre. Cela signifie que Lm est la charge conservée
ie est constant lors de l'évolution dans le temps sur le uglindre au sans érlution radicale dans le plan complexe.

Lorsqu'on s'intéresse àune théorie quantique, les charges conservées deviennent les générateurs des Hus. Dans les opératen um et

Im génèrent les fres conformes
82=2

+1
et SE =zu+

r

->ce sont les générales de Virasurco.

En particulier,
·

_

et génèrent les translations dans le plan

· Lo et to les rotations et les dilatations.



Par ailleurs, l'hamiltonien génete les hanslations dans le temps et dans correspond afrp. de dilatations:

HC Lo +To.

Relation de commutation

Evaluons le commutater [hm, Ln):

[m. (n) =(). -e) 2m +

12m ++(z)T(w)

- zwutu 2et +1zTw

- Res(zetmer(entEtregr)

Pour calculer la réside, cam fait un dupt de Taylor de zutu auheur de no

za+=2+

+(m+) ww(z -w) +fm(m+)(k
-

r(z -w) +2m(ni - 1)wn
-

(-w)+---

odranc

[a,2]:ft.wa (man"-- wur-s +(m+)w8 T(r) +eTsuscom]

-6 fimetm---amtr) 2+(n) wite
+

+2T(w)mit
e

Ime m

m pole
wh

+m - 1 - h

T(z) =[ z-m
-22m -2(m+1) (n+m +fo s-a-2) m-h-acmt++mm-) Santee

=2(m+1) (n+m +(- m - n - 2)2n+m +2m/m2 - 1)8m+ r,e

=[Lm,n] =(m - n)(n
+m

+m(m2--)Sarn, ay, de Virasier

Le second terme commute ans haute falgebre:c'est une charge centrale.

De même,

[In, In] =(m - n)[m+m +m(m?--) Smen,e

er[Lm,I) =

0.

On remarque que l'un de Virasser possède une sans-algèbre se(2,4):G20,h-., Lub.



Algèbre de Wilt vs Virasora

Yes os de cordonnées (diffeal sont générés par les opérateurs

(n =zu
+1

8z; tn =EN+8z

ai (em, 2m] =(m-n)2n
+m (aly. de Witt).

c'est la premiere partie de Fall. de Virasora. En ce qui concerne le terme de charge ventrale, un se rappelle qu'une Ia
conforme nest pas qu'une reparamétrisation, mais est accompagnie d'une Du de Wege. Se second terme est dans de salle

La de Wege.

#

.Espace ceHilbert delaQuantification Rabiale

Seit fétat de riche 10). On impose qui sait invariant sous les Hus conformesglobales, in est annihilé par sous-algebre
Se(2,4) (Lo, L-e, n). De plus, con verra que lo) est annihilé par hm, m0. Aufmal, on a

(m10 =

0;[m10) =
0 km), 0.

Ensuite, on peut définir
14,2 =40,0110)

sio,) est un champ primante de poids (2,2). Car peut mg de tels champs qui agissent sur un état de viole wie u etat

propre de fhamilhanien (T171. En effet, on a

↳12,2 =212,23 et [o12,5)=[12,2>

I (12,23 =[n12,53 =0 Xm>0

on a donc

H12,2) =(2+2)12,>.

Enfin, sion développe la champ en série de Laurent, on a

p(w,w) ={{a
-m -2 -

m -min

on a

[1,4m,) =(k(2 - -) - m)Pm+2,m

[a,4m,] =(a(2- -) - a)0m,m +a

Par conséquent, dr, sont des ops d'échelle par les états propres de Lo:

200m,(2,2 =(2- m)0m, 12,

20m,w12,2 =(é-m)4n,m12,4

En conclusicen, 12, est un état propre de Phanmiltonien généré par un champ primaire. De plus, il s'agit de létat avec la

plus basse up au, en théorie des greues, fétat de phip. Er partant de cet état de php, un peut genever des état descendante



en agissant avez les générateurs de Virascre L_m, [-m (m,m30):

L_a..._a_e, ... [_am12.),

état de poids (2,1 =(2+h, +... +2n, +E, +... +2m) =12 +N, +),a Net isant le niveaux de
l'étatdescendant. Un ensemble d'états 1h3(IEC) est fermé sers faction des générateurs de Virasurc et dans, forment une

rep. de l'all. de Virasore. In tel ensemble est appeléun module de Verman. Il dépend de quantités:het c (et i) -

#.Charle entraleEtPourquoi D=26 (aller check mes notes du TP8 peur +d'infos)

on au que par awir finvariante de Lorent, il faut que la théorie des cordes seit sur me arface à b =96,correspondant
à26 brossens libres quilocalisent la wande dans le target space.

an se rappelle que le spectre de masse par les cordes fermées est ta

· au niveau 1: particule sans masse avec spin 8 - graviten

↳les grauhens proviennent des excitations de la werde fermie et not construire une métrique gr
En commençant par faction de Palahou dans un espace plat, la Reine des cordes se plage dans un

espace-temps dynamique. Spel devient une Recerie d'interactions et finvariance conforme a-bruche

=>los égs d'Emstein.

Regardons ceque l'invariance conforme implique sur la worldshect. Ya symétrie conforme a une symétrie de jauge
résiduelle et ne dit dans pas etre brisée dans la terre quantique. Si elle fest, la thérerie comprete une anamalie:des

configurations reliées par des os de jauge ne sont plus physiquement équivalentes.

Y invariance conforme se résume àl'existence dim lenseur énergie - impulsion sans trace. On peut ma dans une Harrie quantique

<Tem(x)) =2R()

Grec R la carbure scolaire sur to worldsheet.

->anomalie de Lege/conforme.

Comme un a choisitla jauge conforme (si la worldshect est plate) et on se demande dans sien dat se tracasser de

D'ancannale de Wegl. Qui! Sans une to de Wegl

go We gop

et la scolaire de Ricci devient

R-n
-

R - 2(D- 1)g-pw
-) D-Daw - (D --)(D-4)ym

-

*DewD

seinde chain de jauge zu apparait explicitementdifférents chreix de jauge impactent directement un observable. Ainsi, an

demande que la théorie ait mechange centrale halal =0.

on a également un que les états propres d'energie di systale invariant conforme hambe dans des reps, de faf. de Viraser.



en part de l'étatde ph.p. 12L défini par

↳123 =2123 2a123 =0 km>0.

can applique les génératers de Virasor de mode negatifau act étatet con a une base prau les autes état de borep:

les étatdescendants. En haute de modele de Verma généré par les états

Le.... Lane 1h....Chr =
h+N.

↳ midule de Vera dépend da h et . Une rep. de fatg, de Virascre sera mitaire si elle ne contient pas d'étatde name

négative (ghost). Comme him=L.m, le produit scolaire est

ch1Lam... Lat_e, ... -en 123

et peut être utilisépar collucer la norme d'un état, a a

(21 (n -n12 =22)(
-
m(n +2m2 +22n(n - -)) (2)

=(2n2 +5w(ni- 1/ce12).

&unitaritéimpose 2 contraintes:

· si c o:la, norme devient négative par in grand.

↳habes les reps area < so ne sont pas mitates

Ainsi, prendem =1 mng in pains conforme négatifof viclatican de fuitarité.

=>unitarité recquiert 30 et 0 (condition nécessaire seulements

· sic =0:bathäurie est triviale, elle ne contient pas d'étatsexcités.

Ainsi, l'anomalie de Wege dit de supprimer la charge centrale, mais une Hérie avec (=0 est trivicale...

La quantification variante de factice d'une corde requiert liste d'm agstie de fantame via la methode de Faddeer-
Propos de fixation de jauge.

Par ces fantômes d eta, les os du lenser energie - impulsion dirile me charge centrale (---96. Can a également u

que l'exemple le plus simple de CFT, la brasam libre vient avec c =1.

- la façon la plus simple d'avar fimulation de fineralie de lage est deven
me there avec 26 bosens in 96 word, par lawerde dans le target space.

La consistance de la théorie prédit le nombre de dimensions de Despace-temps:cest apchose d'anique que GR ou QFT ne

peuvent pas prédire.

->can finit avec 2 CFT découplées:teirie des wordes et ghost CFT,
découplées des processus physiqueset dont la nan-unitarité n'a donc pas d'i



#

.CORRESPONDance OPÉRATE- ETAT

Dans une FT, les étatset les opératens locaux sont des objets bien différents. En effet, les opérations locauxsont défini
en des points précis de l'espace-temps,all qu'un Etat se répartit sur haut espace-temps. Cela devient plus clair si on parte

en terme de fonction ocende de Lape Schrödinger.

En arT, as objet sont des fonctionnelles d'unde 4[0(r]qui dérivent la probe de chaque zanfr der champ (r) en chaque
point à de l'espace àtemps fini.

Bien que les étatet les op. Locaux sont des objets , Im isomorphisme entre les den (IT:la correspondance op-état.

Y'idée est que les événements bain dansle passésur un uglinde se retenuest en z =0 dans le plan complexe. Par consequent,

définir un état sur le cylindre dans le passé lointaineàdéfinir une perturbatice focale àfrigine du plan complexe.

Plus précisément, regardans les fonctions/fanctionnelles d'anda en Ma, en aFT, puis em CFT àpol lintégrale de chemin:

· En Ma

Le propagateur par une partiale quise déplace entre (n;,i) et (af,If) est donné par

x([f) =x1

G(uf,xi) = I Dr.e . x1
-

x[[i) =x;

Par conséquent, par un système quia peur etat initial 4. mis en Ei, ilévoluera la

4q (f,[) =Jo; G(27, hi)R. (ni, ti)

x:
↑

· ·en
& ⑧
- xqe- .-

I B

I, If

Il
y a

8 choses àretenir:

. Par évaluer les factions d'arde er uf, en évalue uniquement les intégrales de chemin avec comme
condition finale

x([f) =uf.

· Iétat initial 4(ni) agit comme une faction poids par l'intégrale sur les CI.

· En QFT

con a àfaire a des factionnelles. Je propagater qui lie la configuration des champ : 58) er un temps ti et of en ta
est -(5,tf) =4q)0) :SCDC

k(0,5),4f(81) = I *(0,r). e

-(r,ti) =b,t)



bilc -0:(t)
en-
en

3 3-en- >t
W ti

- ↓1- 5

Par conséquent, un état initial 4: [0:sri) au temps ,va évoluer la

4Caf, te)=(00.180. e5192. [dica, zi)
Za def de fonctionnelle d'inde en QFT àpartir de tespace braffet se fait I comme en Ma:

4(y(51) =(41q(1) >.

· En CFT

pour le cas général des CFT en +1, an in a utilisé la quantification radicale (en ward, evelidiennes), on a

1 xSoRot

de
=
dr +red2 -d5=f(5)(dr2 +0r)

(1 +1).
-f

i -

d

>

h

-> -

Après quantification radiale, les etatssont définisur des arches de rangers constants (z) =ri. En terme d'intégrale de chemin,
an intègre sur haus les champs avez comme condition auxfrontiches

P(ri) =0: et (rf) =41
in ar les bords des anneaux

i 4(*f(d,r=) =)80..10.5 4.C...)

[I weight of
CI

can mit que l'effet de létatinitial est de changer le prends sur l'intégrale de chemin sur la band de Damnern 12)=r.

Si on prend un état initial bien dans le passé (z -ob, un dart intégrer sur un disque 11 rf et plus surun anneau. De plus, e
senh effet de létat initical est de changer le poids de l'int, de chemin en z =0.

->chaque opérateur local 0/z =0) définit un état de la théorie.

4(0,r) =(d.)86. é
EC

4
0(2=0)

et pi est devenu un scolaire et 4:un op. Local en 2=0

↓(r)
=bf ->co qui était une fonctionnelle devient

4 [01,r) = S Dy. é5C00Sz=0) un cop:op-state correspondance.



Remarques

· com a pris l'exemple de la CFT à41+) - dire, mais cela est valable en CFT coltrl-di. En FT non-conforme, un op.
loud wée plusieurs étab

· Lacorrespondance ne dit pas que le #cop=# états. Il s'agit de correspondance 1-to-1 amas lesop. Locaux.

· an parrait maine que c'est similaire aucas de la quantification concenique d'un champ libre en aFT:an wie ls états

en agissant avec des Ops de créations, maisça ne rien aweir. Les as sont das Ho de Fraurier aps locauxet dans haus

sont locaux.

Conséquences de cette correspondance

1) co a défini 2 objets que fan a appeléprimante:des étatet des ops. In verrespondance fait to her entre le

Sait d'état 105, vonstruit en insérant un opérateur primaire dans fintegrale de chemin en z =0. On a

(10) =(-2 ++(z)0(2=0)

=6.2 +(2 ++...)

can part sa demander sil'intégrale de chemin intervient. Rappelons que ce genre d'expression d'opérateurs est his pris à
l'interieur des foto de verrétation implicitement et dans dans une integrale de chemin

En particulier,

· L_,10)=1807:vraitap, mème non primante vor (_. est la générateur des trastations

· 2010) =210):vaiKop avec une Ho sans chat déchelle bien définie

· Lm 103 =0 Frco:vrai que pour les ops primaires (est a condition par qu'un up sait primaire)

P

can comprend donc mieux parquoion s'intéressait auxspectres des paids des op, primaires. Il s'agit du spectre en énergie et

moment angulaire de la técerie définie sur la cylindre.

2)un peut utiliser l'idée de la correspondance afin de comprendre pourquoi les opEs facticament sibien en CIT. Supposons

que fin soit intéressé par une fut de verretatichn awas des insertions d'opérateurs:

...
Yes OPEnous permettent de remplacer les 2 opérateurs afintérieur de arche par une somme dops en z=0, molependament ob

ce qu il y a er
dehors du arde. Cela peut paraitre auprement par des ops,mais cela vient de fait que d'un calcule l'intégrale

de chemin jusqu'a werde pointillé sur lequel l'effet des 2 aps est de déterminer l'étatque Dieu a. Glanus danne we

fage de comprendre a les OPEsont exactes en CFT, ans un raugran de convergence quivaut la distance alaquelle se hive

la prochaine insertican.



#. Exemple:CHAm SCALARE LIBRE

Illustrans cette correspondance état opérateur avec de champ scolaire.

Sur un gendre eucidien, en a

X(w,w) =a +p=+i.deinw,ein

caîles conditions peu awer un champ réel danne

2 =d-ni =-m

on a vu que Xla, il n'est pas un champ primaire mais que twXIw,il fest. con va de travailler avec. Sur un aglindre, on a

3mX(w,) =- jdne
imm

avec 2 =iVp.

Comme aux est un champ primante de poids 2
=1, a He vers le plan campexe est (z =eim)

2x(z) =(2)
-

ex) = -i

=en =i(2x12)

Grace àfor exax, an déchit les relations de commutation

cam, en) = -2.[P - 6:b) zemmaxzuxus

--Resse(zw) -...) azm_wetwarzes
=m / .uhtn-
=
m. 8m+n, o

-on a bien les ref. de cam, de la quantification concenique.

Intéressens-nous maintenant alla correspondance état opérateur. De la quantification conanique, l'espace de Foch est défini

en agissant avec les ops &m, me sur 10),ha

&m10) =0.

Zenrade du va donner un autre nombre quantique auxétats. In état général sert

de10,2



Essayons de retrouver s états avec des insertions d'opérateurs dans des intégrales de chemin

Dans un premier temps, vérifions que finsertion de tropidentitédonne 10), in que la fanctionnelle bande de l'état de viole

d'une théoriesur un cercle Iz) =r est

4.(xq3=8x. éCxI
On veut vérifier que ça satisfait amlob =0 Fraco.

Comment agit un operater sur une franctionnelle bande! en insert l'intégrale de Lanheur

a =i(2x12)
en 12 au et can garde l'integration Dx avec lacondition finale X(121=r) =x1. (létat va disparaitre des avait agit auss

-m)

·m4.(x1) 6x. -SCx/w exsus

- S(x)
Si l'action diverge par une certaine configuration du champ au sein du disque Izlar, e -> o et ne contribue pas a

fintegrale de chemin. Cela nous assure que seules des fut lisses exiz), sans singularitédans le disque, contribuent.

Par de te fonction,

%wax =0 kmco

=>4.[xf) et l'étatde vide de

~i:do annihile aussi cet état, un identifie comme l'état du viole avec p=o.

Qu'en est, les état excités? ce a

8
-m10) =122x >

et dans, l'état d.lo) peut etre construit depuis fintégrale de chemin.

1
-mlo)

=(8x.e
- f(x)ywx1z

=0)

Démo

Sicagitares de sur (mx), an a

xf(r)
- [x]

de 18Mx S oxeurexauxizo
dm&-m10>-"Smin

~ f2(2x(w)22x1z =0

En utilisant l'OPE
1

2x/z)8x(1) -

(z-w)E



on a

relax finiee =

m!wn
-m -

(-z)z
=0

=D Sauf si m =m

~ Sm,m -

I

Enfin, intéressens-nous auzen-mides in dorp. Zimpulsion d'm etat va apparaitre en faisant une insersion dop. ePX
Par exemple,

10,3 ~ (x.e
- [(x), eip.x(z=0) (TP8)
-

Vp(z=0)

avec Up (2, E) un cop. de vertex.

#ETATS ET Opérateurs deVertex

conconsidère l'invariance sers differ. Une théierie avec une métrique deynamique, inserer des opérateur dans la worldsheet ne donne pas des

opérateurs invariant sous differ. Autrement dit, an avait fintégrale de chemin

(0x0g. é{pax,
g)

et l'invariance conforme permettait d'écrire

(0g. (8x. é
Speed, y=23

L'action de Polyakor est invarrante varferme, mais rien ne nous assure ques fan u insene des ups, elle le restern.

Par obtenir un objet invariant sans differ de la worldsheet, an dait inlägner sur tracte la worldsheet. Les insertions d'opérateurs dans
la jauge conforme sont donc

~- (dz. OSz,

àune constante de normalisation près.

Ainsi, integrer sur haute la worldsheet resend des differes, mais quien est-il des symétries de Wege?

La meswe dzz=d a un poids (-n, -n) saus de rescoling. Par le compenser, l'opérateur a dreit awat un poids (1,1).

Yes états physiques sont dans les états primaires de la CFT de poids (n,1). conappelle fup. Vasserie ias états un opérateur de

vertex.

De plus, un opérater comme emX est ich en CFT mais pas pour la Réserie des cordes cor a un poids (m, o).



Exemple:cordes fermées dans un espace plat

Tachyan

Redérivons la spectre de bavarde fermée dans un espace port. On commence avec le grand state, que l'un avait identifié au tachycon.
Le viole d'une CFT est associé àl'apérateur identité, mais can a aussi des zermcades. En peut donner de l'impulsion par àlacorde en

agissantavec l'operateur einX. Z'ropérateur de verterassocié au greund state de la werde est

Tachan ~(dz:ePX:
~

L'opérateu

4 =eP.
X2,E)

avec p.x= Pax est primaire.
an calcule

T(w)Vp(z,) et F(w)Vp/z,E)

et on a

(,2) =0p* (1,1).

Cependant, l'invariance de Weg recquiert que l'opérateur ait un poids (n,1), c quiest vrai si

0
=1 =) -p =- 24

=>M=
- ymasse bitachigan.

->con identifie cetopérateur àcelui quicrée des tachyens.

Gravihon

Regardans les premiers états excités. Par N==1, am perait vier un étatcomme

Epod 10;p>

avec Sru en tanser constant quidétermine le type d'état, avec sa prolorisation.

Sa =Gr +Br t .

L de d

raceset antisme. trace

-gravition to field -> difoton(scolaire)

L'opérateur de vertex associé àl'état

%-m10b =(0x.e
-5()ynx1z=0)

est

Veciled (dz.: ei
*

2xEx: Sm

au ex =deer X=



Le poids de cet opérateur est

(2,2) =(1 +q)).(,v)
er finvariance de Wegl recquiert que

p =0,

et comme de grauhan dreit etre sans masse, cest noch!

Vérifices que cet opérateur est primaire. En sait que 2x est primaire, haut commee*. Comme on les considete dans un normal

ordering, des extra termes dans les contractions de Wick danerant des termes en

Er
dans l'OPE,quipeurait miner le fait que l'opérateur seit primaire. On a

l M
Tsw) Verit.~2m(z-me ·P =m: xei: En

=>p"Sm =p(n =0

et sa impose que la grauken sait hansverse, il ri aura pas de polarisation longitudinale.



Chapitre 6:interactions de cordes

a veut maintenant considerer des interactices de wordes. Sicn continue avec note analogie et avec la RFT, an parrait penser que les
interactices demandent d'ajouter des termes non-linéaires afaction. Ce n'est cependant pas le cas. Ce briserait la symétrie de jauge
En fait, hautes les infos pour les interactions sont déjàcontenue dans laCererie libre,dicrite par facticem de Polyahar.

Les diagrammes de Feynmann de QFT deviennent des surfaces de Riemann:

lowlement, le diagramme ressemble àme corde libre qui se

propage, ce n'est que globalement que d'un weit linteracticen

peut être map farmally en une sphère
*

08 04,(23)
02
0xu)

I.TOPOLOGieGe LALORLDSheet

Il existe un autre magen de vier des interactions àpartir de térrie àEl scolates libres sur la
warblsheet.

on se rappelle que la gravitéen 2 dimensions ne peut pas etre réalisée par l'action d'Einstein-niebert:ls egs. d'Einstein sont triviales

et ne donne pas de contrables au la géométrie cor

?a?
ERop =RG

indépendamment des egs. d'Einstein. Il y a cependant une signification hapologique a factice de Einstein-Hilbert, donnée par le

Im de Gauss-Bonnet:

X(r) =a) dir. 8. R,
aves ala coractéristique d'Euler de la worldsheet,qui est un invariant hapologique. Comme d'intégrale de chemin demande

d'intégrer sur hautes les métriques et de Sommer sur les hopologies, a tham va s'averer chile.

con considère l'action de la corde

5
string

=Spol +be,

avec dela caractéristique d'Enfer de la worldsheet.

Par des variétés sans baundurg, la voractéristique d'Erber est

x =2x1 -y) -J,
avec q

la genus de la surface la



-- -on=20as fetex=xa0as-

I 0 1 2 3

A 2 C - 2 - 4

->la #logos est contenu de la genus

Le genus est un invariant hapologique:les variétés hopologiques avec de manne genus sont hamenmorphes. Integrale de chemin de
la corde est

née-g(Dg. Dx. éSpe
Par et an, a a une bonne expansion perturbative (série asympt.) en terne de . en définit aber la constante de vouplage de

la corde par

q,
=e

En somment sur les topologies in en vansiderent une expansion perturbative des interactions de la werde, com a l'existence de diagrammes
de "boucle":

t
* t E

#.AMPLitDE DE VIRASORO - SHAPIRO

On vert coluber la matrice-S, obtenue en considert des fructions de corrélations d'états asymphatiques. En verrespondance état-

opérateur nous dit que les étatssont générés par des aps de vertersur la worldsheet.

Par m états :avec une impulsion pi, on a la mere nombre d'opérateurs de vertex Va; (Pi). Les éléments de matrice du

hee-level sent donnés par

Amm= (Ox.0g. éSpe V: pis

Intégrale de chemin suggère que d'un integre sur hautes les métriques sur la sphere. Cependant hautes des metriques sur la sphère sant

conformément potes:con peut fixerle differ et les libertés de jauge de Legt peu voluler des fonctions de carrebticon sur la plan au

lieu de la sphère. Can sait déjàqui a une symétrie de jauge remanante:les Hus conformes SL12,4) 12a,qui permettent de bauger
3 points que du plan.

si conconsidère la diffusion des tachycans, ils sont générés par les opsole vertex

Voi) =9,de.e" =gs)dz. V1z, pi).

La matrice - S devient

Am=g",)):ze, ... sze,Pm



Au TPro, com a calculéque l'amplitiale de Virascero-Shapin est S
Am ~gspi)en

cest une amplitude detachigen. Si ce prend la limite ses et qu'on utile de comportement asymphatique de la fancicam gamme

xent
Trel-e

on peut ma

A-g? 84({p:). exp(-che +bair+vensl).

L'amplitude du tree-lud des exponentiellement à bei haute energie. Individuellement, chaque diagramme de particale de

Fegnmann contribuant àfamplitude de la corde diverge, mais la somme infinie de ces diagrammes donne un résultat fini
c'est une conséquence de fait que la terrie des cordes est me terrie d'objets etendus:interactice est lissée et ne produit plus
un point singulier, an vertes, mais une surface étendue. Le fait que ce seit ur-fini est une coractéristique des amplitudes et e-

loop.



Chapitre 7:actions effectives àbasse énergie

Jusqu'ici, on a seulement discutéde cordes se propageant dans l'espace-temps plat. Ici, on va considérer des cordes se propageant dans

différents backgrad, i dans différentes FT sur la waredstect de la werde.

une généralisation de l'action de Palabar pour dire une corde se déplaçant dans un espace-temps carbe est

-> tense bienstein

5 =re/dr. V.groxexGx),
a

Gop est le métrique sur la worldsheet. Cette action dirit une map de la wauldshect dans un espace-temps de métrique Gu

La problime avec cette action est que braquantification de la corde fermée nous a déjàdonné un gravihen. Si cn vert
construire une telle métrique Gar, elle dreit abe construite cpol as gravitons.

Pour le wair, can dreit utiliser les ops de verter. San expand la métrique comme une petite flucturalien aube din espace

plot, en a

G(x) =2a
+h(x)

Hors, la fonction de partition construite apol fraction est relie aalle de l'espace plat ta

z=/0X.8g. é
Sre -v

= (Ox.0g. éSej - v +qV+..)

ce

V = Yordr. vğ.g2exhux
Vest en fait l'apercer de verterassocié àl'étatde grauben de la warde.

Par une andeplane correspondant aun graviter dant la palorisationest danie par le tenseur sym, et sans bace Sar et
d'impulsion pu, la fluctuation est donnée par

handx) =Emu e "PX,

et can retrouve bien notre op. de vertex.

Remarque

De maniere générale, n'imprete quelle superposition enduire drande planne marche pour construire han (x)

Insérer me copie de V dans l'intégrale de chemin introduite un étatde gravihen. Inserer et correspond àun état
whèrent de grauhen et change la metique Spur en Sar +hau

↳Gmehrigue courbe de S est dans bien construite and gravitons quantifiés.



I. Eavations D'Einstein

En jange conforme, faction de Pelakor dans un espace plat se réduit àune Hécerie libre, a quinous a permis de

colculer le spectre de la terre. Ce n'est plus de cas pour un espace carbe.

En jauge conforme, la théorie de laWorldshret est dérite par une Röcerie des champs dinteraction a2d:

5 =

1 (dr. Gu(x) 8.885.P

Da térerie a un nombre infin:de wenstantes de verplage stockées dans Gr. On peut egalement utiliser la teinerie des

perturbaticons par étudier la CFT de 5 sila métrique varie sur une echelle ver. Une quantitevolulic en Réae des werdes

est donnée par une double perturbatice expansion:eine en é et une en g

Fanction Beta(connexion entre le target space et la worldstect)

Classiquement, la théorie décrite par

5 =

1 (dr. Gu(x) 8.88P

est invariante conforme. Ce n'est pas spécialement de cas quantiquement (annomalie). Pour regulariser les divergences, on va
introduire un aut-off nu et après renormalisation, les quantités physiques dépendant du facteur d'échelle. Si c'est de as,
la théone n'est plus invariante conforme (ex:Yong-Mills).

En théorie des cordes, d'invenance conforme est une symétrie de jauge et an ne peut pas la perdre. On va dans chercher

comprende quand I conserve muciance conforme au niveau quantique.

L'objet qui décrit comment des verplages dépendent de est la-function. On va plutôt sintéresser inala

B -fanctionnelle
Ba(6) =M2Gr(x,n).

-p

La there quantique sera donc invariate conforme si

Bar (6) =0.

Calculers ce qui se passe à-lop. On va ischer la divergence zur et va quelle sorte de contre-temes an dit ajeuter.

La-function annulera sices a.t. s'annulent.

en choisit les "Rienmann normal waard"dans le T-space par faciliter les choses achar d'm point sel

xr =nr +v
-

ye

siGM =fluctuations dynamiques,ha

G.(x) =2m Rabox (5) y by4 +043).



Aécrote quartique dans les fluctuations, l'action devient

S5 =i)d. 24852 -Rison44
et ampat heiter sa comme ue aFT dinteraction en 2nd:

SY fe 4
~ Rpiuk.E >

* *
-

a
⑥
-h I 4

4 4

Maintenant que fera réduit de problime àme simple RFT, en peut voluer la-fundicon. Za divergence vient du diagramme

⑧
-

et by plus simple de le traiter dans l'espace des positions. Le propagator pour une particule scolaire est

(ybr4*( - 33
=

- 58en1r- 8 - 18,

et diverge pour - 5. Par isoler la divergence, com utilise la régularisation dimensicannelle avec d =1+2.

La propa, devient

(ybrY"sr =eif6pateine
e

-S

Par soustrate le terme en I, cm apecte le contre-terme

Rabon4by"Cyrg4 RabonYY"C484" - 1Ra242848

Cela peut are reabsorber par la renormalisation de la fut d'cande

yayu +Ry

et avec la renvermalisation de la constante de vauplage Gr:

Gr e Gr +

IRa

Ainsi, l'invariance conforme est obtenue is

BM(() =dRp =

0!

->Wrouw! La demande par que la théorie soit invariante conforme estque
la T-space sait Ricci plot:Rin =0

->Le spacetime dans lequel le carda se déplace doit obéir aux eqs d'Enstein dans de vide

Los éas de l. GR dérivent aussi le flat de gree de rennerm. de Los Sigma-madeles àSel!



Le dilaton

Regardans comment la corde couple aun champ de dilatan EX),ce qui est plus subtile. Une construction naine de fopérateur de
vertex n'est pas primaire (voir Palchinshipour la banne dérivation).

& action die worde se déplaçant dans un backgreud induct des profiles par les champs sans masse Gru, Bau et (x) est dannée
notion d'orientation

par corantisymétrique -sur le surface de

S- (d8.22xGx) + :BC +i
Riemann

C

homme hopologique car n'invalue
+v.(x)} pos la métrique

-(d..(Gr(x)beXg +ir)+R4

Le corplage du dilaton est surprenant cor:

· le terme dans faction s'annule sur une worldsheet plate for R =0. C'est un des mises par lesquelles
il est triche de déterminer ce couplage vie des ops de vertex.

· le couplage du dilaten ne respecte pas finvariance de Wage, mais ily a un manger de restaurer ça,grâce au

En effet, d'est simplement lapeur des raisiens dimensionnelles. Cependant, é joueun rôle dans le paramètre d'expansion de
barche vor. Ce quiveut dire que le manque d'invariance de Wage peut etre compensépar une contribution aune branche provenant

des couplages à Gran et Bur. Pour la vair explicitement, en colcule les -fet de la théorie 2d:

S -(d..)Grx)beXXg +ir)+Ex)R 3
on a que

· M(G) =0R +2-

DD.- Hub Hrb"

↑1- formeavec H=dB,et la Hode jauge
B+d_

· Ba(B) =-D Hxm +0
- (DE)Hamr-

·) =-D +DE -mustm?
&invariance de Wegl requiert

Ba(G) =Pur(B) =Bm(I) =0.

Celle enpeut etre we comme les For du background dans lequel lacorde se propage. Ce cherche une action d'espace-temps
D =26 qui reproduit les ende B-functions comme EOM.

C'est faction effective àbasse énergie de la corde bosonique

& =(dx.V.é(c -th +4.2
-8)

ca l a fait une rotation de Wick ver espace de Mickawsti. Herrie dans en target space



Sergio Cesotti



Chapitre 6:compatification et T- dualité

on va considerer la compactification la simple de la corde baserique:un backgreund spantie de la forme

11,94 xS

De coche a un ranger la des word de Sant la périodicité

*25 =725 +{πR.

a va commencer a s'intéresser àla physique àdes echelles de langueur , r le minervement sur spect ete nägligé.

an vert comprendre àqui la physique ressemble pour un observateur vivant sur espace de Minkawsic:non compact IR 1,9

Avec les cordes bosaniques, un frit avec 26 dimensions. Avec la terrie des supercardes, an finitavec so dimensions. Cependant,

a vit dans un espace-temps àf+3) -dir. Peu réserote Lepb, cm compactifie dans:les extra oimensions sont enrerlies te

lang d'une variété compacte.

En 1919, Kalza et klein at unfie G et Er, les interactions connues àse moment.

I.KALUZ- KLEN MIRACLE

con va faite de la GR à4d et de DEM de Maxwell apol la GR à5d.

Considérers que l'on est alans une variétélarentzienne à5d avec une metrique

?
PG au

Grw =(5mw19m5:955)
↓

Amphaton
uk-scolaire

avec M =0,...,5et

Is=IamdaMobi+gu dada +955 oh da

En pose

955 =e; Smi =Am.e?"; Spr =Im -e
*

Apto.

et on a l'ansatzde Kaluza-klein:

bs
=Erroroes(dn+ Amdur)?

25
Ar
4x1

=>Ser =(Entree
e

1
1 x4 &25ex1

Après colle, en harve

55m = - tn;555 =2
2
+Apt ·Irr =In



Mais parques a-t-on que 5M ~ AM? Pour le comprendre, an considère la seus-classe de differ

x =xm; 25 + x5 +11(x4).

Ainsi,
e*Am=Gas Cur.OG5. Gew

845 2km

-
eu. 515
exe

!
-en 5 en555
=Im5 - (m)=1 955)

=e9(An - 3p=)

et le principe de lavariance générale en 5d indique que fan a invariance de jauge en 4d et caviance générale en 40.

can considete que la métrique ne dépend pas de 25et am prend ala lang d'une variété compacte n-dimensionelle:s

->M5 =Mux S. ->idée de K-K.

an calcule les symboles de Christoffet en gardant en tate que Es Erm=0 comme Ine dépend plus de 45.

Après calcul, on obtient de scolaire de Ricci

RIS =R - Faur Fr kaleza klein miracle.

Si on prend l'actican d'Einstein-Hilbert, on a

Sen=dw(dn.Vir(a - FauFr)
↓y =g(4) e28

cormut,*
estmarc-(de. (a-1FrFr)

(-] SEn-cem (SE S=) k-k miracle - 1926

Dans les colas, par simplifier les choses, on a pris 1 =0 par trivialiser la 5edimensicm. Si can avait gardé a =, an aurait eu

5 -(di.Vege?(R- FruFer+Cm8o)

->cen houve une théorie avec de la gravitéet de l'Er couplés d'une façon
ecar-minimale àun scolaire



I. TOUR DEKALuza-KLE ET CORDES sur un CERCLE

en considete une activen de champ scolate sur

1
-2

xS

Regardans ce qu'il se passe si cam rehächef hypotheise que les champs sont indép. de la direction périodique XP

En général, on peut étendre la champ en marades de Faurier la

y(xm,x3) =2an(xm)eix/
n =- x

avec le rayon de S.
La réalitédu champ impress are

P =0
-m

Enignorant le couplage àla gravité, les hermes chériques praw en scolaire sont

S =(x(24e +(4124

-eir/a-x. (am +10()
sans masse

Cette décomposition de Faurier indique qu'un champ scolairede IRVIP-Su sa décampose en m nambre infinide champs

scolaire au R-D-9,de masse

Mr =m K-k hawer
RE

et les On sent les modes de KK.

Ainsi, par petit, herbes les particules sont lourdes sauf peur d (M =0). Gs mudes amis pervent être ignores sican

considate des énergies 1/R ie distance R

C'est pour ça que l'on ne voit pas
des extra-dirm. Si en regarde un lugar darsage, un ne voit que les choses en Id,

mais sicam s'en rapproche, an wir la struche bin cylindre 3d:

LR i L =R

et comme R est petit l'énergie requise peur détecter des extra-dim est énverme. Ainsi, com se heit que les modes sans

masse de vos se sont des seuls mudes accessibles en énergie.

Charge

Une autre propriétéde nos 4mso modes est qu'ils sont charges sans le champ de jauge Am quiproment de la metrique.

Sican regarole le 1 de jauge
xP +xx +(x) soffeb

les modes sont shiftés
-(x,xP) -9x). ein

m

comportement d'une particule
Chargée de charge m/R sers

faction du groupe f(n).



En fait, an a rescole le champ de jauge aAp = Am IR saus lequel la charge des du est me 2.

pront de we de la worldshect

en regarde la compactification kk du point de we de lawerde. Can vert étudier une werde se déplaçant dans IR S

Le cercle compact midifie la dynamique des werdes de 2 mmières.

Spatical momentum isquantized

Par le vor, un demande que la fut d'ende de la werde, incluant en sait périodique:

4~
ei

et comme elle s'en seule achar d'un cercle

4(x-,x25) =4(X, x 25 +2πk)

:p28.795 ip95. 195 + i p25. TR

E-) 2 -e

25. 2TRiP
E) 2

= 1

=) p45.R =m;nc2

=15= quantized

Conditions de bard

en part auheriser des B.C. plus générale par l'expansion en mode de X. Quand an berge le lang de Gawerde, an
n'a plus besoin de X(++ 2i) =x(t), mai de

xes(0 +9) =
x9(u) +2+mR mek.

& ester un indique combien de fois la worde serende arher de S. am Happelle de winding number,ta

.m
=

i
&expansion en miede de la corde est

-in(t - 5) [I

&
-

75535,5) =x95 +0-p +"[me
modes discillation

=1x25(5,5) =

x35 +0
-

et +mRt +cox. modes



Avant de split x25et left et right-movers, on inhoduit les quantités
quantificatices winding

Le L

mR

4.
=

m -

et Pa
=

2 -m

Ensuite, 12(5, 2) =xr++x2cr-1 avec

E
Xes =425 +Ep+est

x=1435 +2+in-

Réfléchissons au spectre de la taverie par un observateur vivant dans D=15 brectices nan-vempaches. Chaque état de

particle sera dicite par me impulsion pr, m =0,..., 24.

La masse de la particule est

=-Par

Des éys de Lo et lo, cam a
42 =p. +2(i - 1) =

P +EIN -)

et maintenant le level-matching ne donne plus N =N, mais

N - i =m.n. level-matching

Ainsi,

42 =m2 m2R2
en+ (-1)I I

R2 -- 2

t= +meR2(N +i- 2)
-2

S 2
kk-hauer:une corde une werde quis'enroule in fais gagne une contribulicen

avec i unités d'impulsion ache 2πmRT a sa masse, avec

du corde gagne me contribution
de M/R àsa masse. T =1/2π

Catension de la corde

Etats sans masse

con s'intéresse auxétats sans masse dans Rus?", er regardant dans laformule de masse les étatsavec m =0 (iep=ob

et m =0,4qN =
x =1.

Les sens états sont

· 10;:sans le groupe de Zarertz soln, 94), as étals se décomposent en une matrique

Gar, un tense antisme Bar et un scolaire (dilatan)

·2 10;):sat deuxchamps de vecteur. Un pet identifier le somme àAm et la différence

&51 10;pl àEm de Brun



· lips:c'est un scolaire, associé au rugan de la direction compact s

Symétrie de jauge améliorée

Avec uncocle, il y a bautres façons par venstruite des états sans masse qui ne demandent pas N =n =1.

=N -T
=
m.n

Sich prandN==0 et qu'on regarde a desmades avez m0. la lanel-matching vonditions =) m =0 et

e=(m.R) - 1
20

- 12 0

et les états pervent être sans masse quand
R2 =

40 m
m2

De même, si ce considere N =N=0 et m =0, an a

42 =e-
masse du lace

quidevient sans masse quand
RC =m

u

↳> Ik hauer et winding number du tachen?
Le spectre d'etats sans masse le plus riche a lieu go

R =VF. (voir Ton p205 per les -> cas.)

Remarques

Ya formule de masse
r =2 +me + &(n +i- 2)

~

est mariante aus l'échange

R

si, en même lemps,
m m.

Ainsi, une corde sur un rayon a le meme spectre que sur un rangs (R. Elle réalise cet exploit en changeant
a que signifie "enrerler" et "barge"

->la werde ne peut pas sauversi cest un petit car un grand cercle

=>T- dualité.

La T-dualité est une symétrie de la terrie des cordes boseniques, mais pas de la thérie des superwerdes:e si, c'est une

drclité.



II. T-GUALité

con considère une variété à26 dimensions la

Mos=RR,x S

Le kk-mament engendre une masse pour la particule du par du target space avec per et

es =

me
+2(N - 1) pq lem?

R2

En ce qui concerne de winding number, on avait
RxS1

*e5(0+2i) =x2(t) +2mR .... I

-I

avec m de winding number.

La T-dralté consiste dire que l'anéchange de winding number avec le kk-mamentum ta

E
nc-m

R &1R.

Lorsque R + co, on a

Ietonaen
-La masse das winding medes devient relevante pour une dynamique àbasse énergie.
Les modes d'impulsion deviennent leslégers et forment un continu.

Dupou du spectre d'énergie, ce continu =ace que fan reut dire par l'existence bine

directionnon compactedans l'espace.

Yorsque RO, on a

I
Max - E

↑Ending to

->les modes d'impulsion deviennent hands et peuvent être ignorés: a prend trop d'énergie
de faire berger aqchose sur Su
Les winding modes deviennent ligers et forment un continu. Le spectre d'énergie resultant?
est la une autre dimension d'espace saure.

Cette T-dualité fournit un autre mécanisme dans lequel la Ruerie des werdes mentire une échelle de la minimal:grand an receit lo
taille d'un orche, en R =vor, la terrie agit comme si cerche grandissait de naueren, avec mem.

En théorie des cordes, on dit que la T-dualitéestune symétrie complète.

nc-m

E
R &1R.



Si la quantité de mur dans la direction kk est conservée, il faut aussi que la winding sait conservé.

m =
+1

⑦
-

in=
-

...., m =
- 1

2

--
,
m =+1

m=0
m =0 m =- 1

......... ......... .........

Par spécifier un état dans celle situation compactifice, en a
oscillations

Po,
..., a,
m,
... >

La worldshect a une crientation et er winding est induit par cette orientation. Praw que la surface sait criente, il faut que le

winding sait conservé.

Yanervelle direction dans d'espace-temps

Comment derire cette étrange nouvelle direction spaticale quisauve en Rao? Sous les échanges

E
nc-m

R &1R,

an vit que , et a setfo comme

P.P · Pr - Pa

Des a subissent aussi un effet
-55--d,

et donc

2+x-2+x2;2 - x +- 2X

con définit abers un nouveau scolaire

y95 =x,+- x4) - 1.
et

x
95
=x,) +

+x4) - 1.

Dans une CFT par un champ scolate compact et libre, hautes les OEs da 495vencident avec celles X. C'est suffisant pour assurer

que toutes les interacticans définie dans la CFT sont les mêmes.

on peut écrire lanouvelle direction spaticle 4 directement en termes du vieuxchamp X, sans faire de split en Retz.

De la déf de 4, cm a

bex =2+4;2x =
2=4.

=20x =2xp24

avec 2tr =-Er==1(le - 1 de Erzsannule quan descend indice avec lametrique de Mint de laworldshecht



Pour la corde ouverte, ce est obligé de considérer des D-branes sers T-dualitéet

Neumann - Drichlet

2rX -D 2
=4 -

5=0,π 5=0,T

->le fait de faite me T- dualitéa réé me D-brone.

on a dans notre arface d'univers [=IRXS et on a un plangement dans d'espace cible X =Mr S et dans

* =
0 =5=

xx

->ducalité entre X et :la carte ne voitpas la diff entre Ret osa.

et bicarole se voit piégée sur une D-brane

S 3
......... .........

Par la wrote ouverte,
25

=
M

P
R

et en ce qui concerne le winding D-brane

T- duceldé

-D
............

Si &............
⑳

........ ........

? pam=o
m =2,m =0 h =0,m =2

-C T-dualité fait qu'une Dp-brane devient Dp-n broneI
Dp +1

en factice de quelle direction en a compachfie sur un arche.

#T-bralitéet IntegraledeChemin

Qualitéen 10+ol-dimension (espace - Lemps = point

ca a une gaussienne avec un ajout de terme linéate:

Jobe. é
antibre =e-3/49

on a une théorie Aet on veut montrer une correspondance avec une terrie . Pour alte Hérie A, en a

21 =(o. -
Bie

( =E)



1) con étorgit la théorie

Zmaster -ir(obede. -Rin'tizy

en ajoutant un champ qui a une interaction avec le champ d'origine b.

2)Deuxopticas se présentent:

a) Cintègre y, puis s:

*obe. -Rnsm)=/

3) ce intégre a, puis:

e Jay éBur=

com a dac

Zmaster

W -

ZA - ZB

Se sen

Ducalitéen (n+1) - dimension

Une façon facile de voir la T-dualitéde la terre quantique est dubliséune integral de chemin. Convensidere un champ scolaire

périodique X =X+diR sur la worldsheet. On prend la nurmalisation

*=R.9

↳ a me percodicité 95.

on considère donc l'activen

Sces =(dir cewe
La fut de partitican euchidienne par cette Hérie est

z=(0. é
Sces

;

et von rang an peut la récurite en termes des nervelles variables quidécrivent de cercle T-dual.

L'action a une symétrie de Shift 4 ->4+6 vor a rapperait qu'avec sa dérine. Da 18étape est de rendre la symétrie loc

er introduisant un champ de jauge Ar sur laworldshect to ↳ie faire en sorte qu in shift gri
dépend de l'espace-temps sait une

symétrie de lagrengien.
Ad -> Ad - 2e d



Con emplace alors les dérivées par des dérivées cavariantes

différente de la dérivée cou. de QFT car on a pas

204 -- DO4 =224 +Ar. All cor eeide in(pas de phasel

Glachange notre Härerie. Cependant, on peut rehaurner àla terre uriginale en ajoutant un nouveau champ a la

Smaster (4, A,0) =(dir. Dabiset
ra

interaction, correspond au e de [0+o) - dim

Zmasta =(84000A. eSwaster

Les options sont

1) intégrer sur 0, puis sur : ?

Dans ce cas,

SCCCfp) =1 Fop =0

et to est pure jurage, n'importe quelle voler de A peut etre absorbée par me to de jauge

Aa~God

Ar -Ar =0 (jarge fixée)

et on obtient la théorie d'avant

Zmaster =Zoriginal

2) intégrer sur 4, puis sur 0:

on intègre facilement sur l on fixant lasymétrie de jauge la A-Ao-toll ha

0 =0.

2 intégrale de chemin devient alors par partie

d

z =(08A. exp(ar.A/d 2A)
et contermine la procédure en intégrant Adi

y
en a complétéle corré

z =(00.e)-(ar20sso)
avec R =le rayon du

seche T-dual.



Remarques

· Ad =204 Cadérivée du scolaire a été absorbée dans la A

·Par compléter le corré, on a
(Ar +200) - ...

=>Ar =ECpc =dualité de Hadge d =* da

cerrespond àl'échange entre
5et 5.

En 20, la ducalité échange un scolaire avec un scolaire

Eu 30, dy =xdA

En Y0, F =A F la
1((f

=1
=Fr) =g,(Fr =Fü)

gi

->S-dualité:super Yong Mills area Gun" ungue

*

T-dualitépour lePremier Etat d'excitation

can vert T-dualiser les champs de la corde fermée au 18niveau d'excitation:

3 -(08/2x-ex90x) +:Bax)waxmera
+ vğc(x)R,2)

Buscher's rules

On considère l'action master

Smaster no(dr.V.g(p)600(0+/2po+Apl +2GomKro+Aerx
+i (SBa/2 +ACpx +Baxx +2:g

Yadralisation donne une nouvelle Récrie où

R GR
=

0/R.

Buscher obtient une nouvelle tire vic

&, B, E
pus àconnaitre

La par

500 =Easi Ton =
Bor Bom= 3Goo

Enr=G-/ComGav-BomBor); Bm =BM -

Gop Bou - GouBop

Goo Goo



Ce quivert dire que

(68.y2x2x(Gm(x) +iBr(x) +-Rad

I dualisé

for.(Em) +i) +aRa


