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1 Introduction

La correspondance de McKay, découverte en 1980 par le mathématicien
Australien John McKay, est une relation étonnante entre les sous-groupes
discrets finis I' € SL(2,C) et les algébres de Lie semi-simples g que vous
étudierez dans la deuxiéme moitié du cours.

L’observation consiste, d’une part, a dessiner des graphes encodant toutes
les représentations irréductibles des groupes I', et certaines relations entre
elles. D’autre part, vous verrez plus tard que les algébres de Lie semi-simples
peuvent étres représentées (dans le sens non-technique) par des diagrammes
nommés “diagrammes de Dynkin”. La correspondence entre les groupes finis
I" et les algébres de Lie g se découvre en constatant que ces diagrammes sont
isomorphes.

2 Définition d’un graphe de McKay

Soit G un groupe fini quelconque, et {p;, V;} un systéme complet de
représentations irréductibles, i.e. toute représentation (p, V') admet une dé-
composition en une somme directe de représentations irréductibles dans ce

systeme, (p, V) = @),(pi, Vi):



Un graphe de McKay se définit par rapport a un choix d’une repré-
sentation de G arbitraire (pas nécessairement irréductible). On choisit une
représentation (py, W) que 'on appellera la ‘représentation choisie’.

Le graphe de McKay de G par rapport a la représentation choisie (py, W)
se dessine ainsi :

1. Pour chaque représentation irréductible dans le systéme complet { p;, V; },
on dessine un point/nceud.

2. Pour chaque représentation irréductible (p;, V;), on calcule le produit
tensoriel de représentations (py, W) ® (ps, Vi), et on décompose le ré-
sultat en représentations irréductibles :

(pW7 W) ® (Pz‘, sz) = @(pj7 ‘/j)@nij ) (1)
J
ot n;; est la multiplicité de (pj, V;) dans la décomposition de (pw, W)®
(pi, Vi)

3. Pour chaque n;; > 0 dans la somme directe, on trace n;; fleches du
neeud attribué a (p;, V;) au nceud attribué a (p;V;).

Le graphe de McKay s’appelle aussi ‘carquois de McKay’ (‘McKay quiver’
en Anglais), étant donné qu’il contient des fléches.

3 Sous groupes discrets de SL(2,C)

On s’intéressera en particulier aux sous-groupes discrets de SL(2,C). On
commence par citer quelques propriétés qui motivent ’étude de ces groupes.

Propriété 3.1 Tout sous-groupe fini de SL(2,C) est conjugué a un sous-
groupe de SU(2,C).

Propriété 3.2 Il existe un homomorphisme de groupes © : SU(2,C) —
SO(3,R), dont le noyau est tidg, et SO(3,R) = SU(2,C)/{£id2}.

Propriété 3.3 Les sous-groupes finis de SO(3,R) sont exactement les groupes
cycliques Cy,, les diédraux Dy,, Ay (groupe du tétraédre), Sy (groupe de l’oc-
taedre) et As (groupe de l'isocaédre).

Propriété 3.4 Soit I' un sous-groupe fini de SU(2,C). Alors, soit T' est
un groupe cyclique d’ordre impair, soit |T| est pair, et T = 7L o m(T) est
ismorphe & l'image inverse du sous-groupe fini w(I') C SO(3,R).

Résumé.NOn peut résumer cette derniére propriété ainsi : Posons I' C
SU(2,C), et T' € SO(3,R) tels que n(T') =T ou 7 : SU(2) — SO(3) est la
projection canonique 2 : 1. Alors, nous avons deux cas possibles :



1. |T'| est pair. Alors, la propriété nous dit que I' est un revétement
double de T', avec nouyau =ids.

2. |T| est impair. Alors, I' = T. D’ailleurs, dans ce cas 13, I' est un groupe
cyclique Cop1.

Donc, en étudiant les sous-groupes discrets de SL(2,C), on étudie les
symmeétries des solides Platoniens, & travers leurs revétements doubles sous

Papplication 7 : SU(2,C) — SO(3,R).

Théoréme 3.1 Les sous-groupes discrets de SL(2,C) sont, a conjuguaison
pres, les groupes suivants, appellés ‘groupes polyédrauz binaires’. Définissons
Cm = exp(2mi/m) comme étant la m—iémme racine de lunité, ((n)™ = 1.

Cm : Les groupes cycliques d’ordre m, ot m > 2, générés par les ma-

trices
Gn O
( 0 <m1>

D, : Les groupes binaires diédraux d’ordre 4m, avec m > 1, générés
par les matrices

S O B )

T : Le groupe binaire tétraédral d’ordre 24, généré par Doy (définit ci-

dessus), et la matrice
L (¢ C§’>
C=—
V2 <C8 ¢

O : Le groupe binaire octaédral d’ordre 48, généré par T (définit ci-

dessus) et la matrice
G 0)
D=
<0 Q

e 7T : Le groupe binaire icosaédral d’ordre 120, généré par les matrices

6 g L (@-a an
EF=——— et F=——+
VB\@g-@ - i\ @6

Pour chacun de ces groupes, on prendra comme représentation choisie
(pw, W) la représentation 2-dimensionelle qui figure dans la définition du
groupe.



4 Enoncé

Pour dessiner les graphes de McKay on doit connaitre toutes les représen-

tations irréductibles des groupes énumérés dans le théoréme [3.1] Le travail
personnel est donc divisé en deux parties :

1. Dans la premiere partie on doit construire les tables des caractéres des

4.1

groupes des séries infinies C,, et D,,. Les tables des charactéres des
autres groupes T, O et Z vous seront données.

Dans la deuxiéme partie on doit utiliser ces tables plus des informations
suplémentaires qui vous seront données (pour vous simplifier la tache)
pour dessiner le graphes de McKay des tous les sous-groupes discrets
de SL(2,C).

Représentations irréductibles des groupes C,, et D,,

. Construisez toutes les représentations irréductibles de C,,.

Indice : C,, est isomorphe au groupe cyclique Z,, definit par < e, g, g%, . ..

avec g"" = e.

. Construisez toutes les représentations irréductibles de D,, en utilisant

les étapes suivantes :

(a) Prouvez que les matrices A and B définies dans le théoréme
satisfont les relations suivantes :

A =BYt=1, (2)
A" = B?, (3)
AB =BA™! (4)

(b) Identifiez toutes les classes de conjugaison de D,,.

Indice : cataloguez les elements du groupe comme
D, = {A% BA* B2A¢ B3A? | 0 < a,b,¢c,d <n — 1}

et utilisez les relations du point (a).

(c) Identifiez toutes les représentations irréductibles de dimension 1
de D,,.

(d) Prouvez que toutes les représentations irréductibles de D,, de di-
mension différente de 1 ont dimension 2.

(e) Construisez explicitement toutes les représentations irréductibles
de D,, de dimension 2.

Indice : La représentation irréductible 2-dimensionelle définis-
sante (pw, W) est facilement généralisable en ce qui concerne



I’élément A. On peut ensuite fixer la forme de B en imposant
que I’équation soit toujours satisfaite.

(f) Construire la table des caractéres associée au groupe D,,.

Pour les groupes 7, O et Z, les tables de charactéres sont les suivantes :

e Charactéres de 7 :

representative |e B2 B C C? C* C°
|class| 1 1 6 4 4 4 4
4 1 1 1 1 1 1 1
\%1 2 -2 0 1 -1 -1 1
Va 3 3 -1 0 O 0 0
V3 2 -2 0 & -G -G G
2% 2 -2 0 & -G -G G
Vi 111 6 6 G G
/A JNN U S BT B BRGNS
e Charactéres de O :
representative | e B2 B C C?* D BD D3
|class| 1 1 6 8 8 6 12 6
Vo 1 1 1 1 1 1 1 1
Vi 2 -2 0 1 -1 -2 0 2
Va 3 3 -1 0 0 1 -1 1
Vs 4 -4 0 -1 1 0 0
Vi 3 3 -1 0 0 -1 -1
Vs 2 =2 0 1 -1 V2 0 —V2
Vs 1 1 1 1 1 -1 -1 —1
Vz 2 2 2 -1 -1 0 0 0




e Charactéres de Z (ot o = (1 £+/5)/2) :

representative | e E? E F F? EF (EF)? (EF)® (EF)*
|class| 1 1 3 20 20 12 12 12 12
Vo 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Vi 2 =2 0 1 -1 v —p= = —pF
Vs 33 -1 .0 0 o o @~ ot
Vs 4 =4 0 -1 1 1 -1 1 ~1
Vi 5 5 1 -1 -1 0 0 0 0
Vs 6 6 0 0 0 -1 1 -1 1
Vs 4 4 0 1 1 -1 -1 1 ~1
V7 2 =2 0 1 -1 ¢ —¢p* "  —p
Vs 3.3 -1 0 0 ¢ of ot ¢

4.2 Graphes de McKay

Pour cette deuxiéme partie du travail personnel, on vous demande de
construire les graphes de McKay pour tous les sous-groupes discrets de
SL(2,C). Pour chaque groupe, la “représentation choisie” (py, W) est tou-
jours la représentation 2-dimensionelle qui apparait dans la définition du
groupe dans le théoréme (3.1)).

Notez bien que, pour C,, la représentation (py, W) est réductible!

Dessinez donc les graphes de McKay pour tous les sous-groupes discrets
de SL(2,C). Le but est d’observer que ces diagrammes correspondent aux
diagrammes de Dynkin étendus, ou diagrammes de Dynkin affines des al-
gébres de Lie semisimples.

1. Dans les cas des séries infinies C,, et D,,, dessinez les premiers deux
exemples : Co,C3, et Do, D3. Charactérisez ensuite comment ces séries
se dessinent.

2. Pour les groupes T et O dessinez les graphes en question, sachant que
(pW; W) - (pV17 ‘/1)
Indice : Pour identifier les décompositions des produits tensoriels avec
pw = Vi, il suffit d’utiliser les charactéres évalués sur les classes de
conjugaison des éléments e, B, C' pour le groupe T et e, B, C, D pour
le groupe O.

3. Option libre : Pour Z vous pouvez vérifier que, en le choix W =V
donne le graphe suivant :



OoOEOEOEOEOEOEOND

c’est a dire

WV =V, WaWiZVidVe ... WVsZV,aVsd Vs etc.
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